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1 Einleitung

Das Konzept der Baire-Kategorie auf topologischen Rdumen erlaubt eine
Unterscheidung zwischen mageren (‘“kleinen”) und comageren (“grofien”)
Mengen, wobei die mageren Mengen ein o-Ideal bilden. Ist der zugrunde-
liegende topologische Raum ein Bairescher Raum (jede comagere Menge ist
dicht, d.h. insbesondere nichtleer), so ist gewéhrleistet, dafl dieses Ideal nicht
trivial ist.

Banach-Mazur-Spiele erméglichen eine spieltheoretische Charakterisie-
rung der Baire-Kategorie auf topologischen Ridumen. Zwei Spieler wihlen
dabei abwechselnd ineinandergeschachtelte, nichtleere offene Mengen. Spie-
ler I gewinnt, falls der unendliche Durchschnitt dieser Mengen mindestens
einen gemeinsamen Punkt mit einer vorgegebenen Menge A hat. Andernfalls
siegt Spieler II. Ein Ergebnis von Banach und Mazur besagt, dafl dann und
nur dann eine Gewinnstrategie fiir Spieler I existiert, wenn die Menge A
mager (von 1. Kategorie) ist.

Auf dem Cantorraum 2“ lassen die Begriffe der Baire-Kategorie einfach
und elegant durch endliche Erweiterungsfunktionen beschreiben. Fiir An-
wendungen in der Berechenbarkeits- oder Komplexitétstheorie besitzt die
klassische Baire-Kategorie jedoch einen entscheidenden Nachteil: Abzihlba-
re Mengen sind mager. Folglich ist die Baire-Kategorie zu grob, um sub-
rekursive Strukturen zu klassifizieren. Dies fithrte zur Entwicklung der re-
sourcenbeschrinkten Baire-Kategorie. Hierbei besitzt eine Menge nur dann
die Eigenschaft mager zu sein, wenn sie mager im klassischen Sinn ist und
sich dies durch eine Erweiterungsfunktion bezeugen lit, die sich inner-
halb bestimmter Resourcenschranken berechnen 148t. Resourcenbeschriankte
Kategorie relativiert also die klassische Baire-Kategorie beziiglich gegebe-
ner Resourcenschranken. Wesentliche Ergebnisse in diesem Bereich wurden
von Mehlhorn, Lisagor, Lutz und Fenner erzielt. Auch das Banach-Mazur-
Spiel 148t sich dahingehend modifizieren, dafl eine Charakterisierung der
neuen Kategorienkonzepte via resourcenbeschrinkter Banach-Mazur-Spiele
moglich ist. Die wesentliche Anderung gegeniiber dem urspriinglichen Spiel-
modell besteht darin, dafl Spieler II nun bei der Wahl einer Strategie auf
die vorgegebene Resourcenschranke achten muf}, wiahrend Spieler I weiterhin
vollige Freiheit diesbeziiglich geniefit.

Ambos-Spies fithrte ein erweitertes resourcenbeschrianktes Kategorien-
konzept ein, das die Zahl der Mengen, die mager im klassischen, aber nicht
mager im resourcenbeschrénkten Sinn sind, verringert, trotzdem aber noch
sinnvolle Klassifizierungen subrekursiver Objekte ermoglicht. Der wesentli-
che Unterschied zu den bis dahin bekannten Kategorienkonzepten liegt da-
rin, dafl nun auch partielle Erweiterungsfunktionen die Magerheit von Ob-
jekten bezeugen diirfen. Im Gegensatz zu den anderen resourcenbeschriank-



ten Konzepten ist eine spieltheoretische Beschreibung durch einfache Anpas-
sung des Banach-Mazur-Spiels an die Resourcenschranke nicht mehr méglich.
Vielmehr ist es notwendig, einen neuen Spieltyp zu definieren, der das klas-
sische Banach-Mazur-Spiel erweitert. So kann Spieler II nun unter bestimm-
ten Voraussetzungen Ziige seines Gegners kiirzen. Um ihm dadurch nicht
zu grofle Kontrolle iiber das Spiel zu geben, werden diese Kiirzungen durch
einen besonderen Mechanismus kontrolliert.

In Abschnitt 2 werden zunéchst die topologischen Grundlagen entwickelt,
um danach das Konzept der Baireschen Kategorie einzufithren. Abschnitt
3 widmet sich den topologischen Spielen. Hier wird insbesondere das Spiel
von Banach-Mazur in seiner allgemeinsten Form vorgestellt. In Abschnitt 4
werden die in den beiden vorausgegangenen Abschnitten behandelten Kon-
zepte fiir den Speziallfall des Cantorraums als zugrunde liegendem topo-
logischem Raum behandelt. Abschnitt 5 bietet einen Uberblick iiber die
verschiedenen resourcenbeschrinkten Kategorienkonzepte. Fiir die Konzepte
von Mehlhorn, Lutz und Fenner wird eine spieltheoretische Beschreibung via
resourcenbeschréankter Banach-Mazur-Spiele gegeben. Die spieltheoretische
Charakterisierung fiir das erweiterte Kategorienkonzept von Ambos-Spies
findet ist dem Abschnitt 6 vorbehalten. Dort wird die modifizierte Version
des Spiels von Banach-Mazur ausfiihrlich diskutiert.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts sollen noch einige Notationsfragen ge-
klért werden:

w bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, 2<% die Menge aller (end-
lichen) binéren Strings, und 2¢ ist die Menge aller unendlichen Binérfol-
gen. Kleine Buchstaben ..., v, w, z,y, 2 vom Ende des Alphabets bezeichnen
Strings, wohingegen alle anderen Buchstaben natiirliche Zahlen bezeichnen,
mit Ausnahme von f, g, h die fiir Funktionen reserviert sind. (Manchmal
wird auch [ fiir Funktionen benutzt.) Die griechischen Buchstaben ¢ und
1 stehen fiir Strategien in Spielen. Grofle Buchstaben vom Anfang des Al-
phabets bezeichnen Elemente von 2¥, S und T sind fiir Teilmengen von
2<% reserviert. Fettgedruckte Buchstaben (insbesondere C) stehen fiir Teil-
mengen von 2.

Fiir einen String = bezeichnet z(m) das (m + 1)-te Bit von x (0 oder 1),
d.h. z = 2(0)...2(n — 1), wobei n = |z| die Linge von z ist. Ist m > |z|,
so gilt z(m) 7. A steht fiir den leeren String. Das Anfangsstiick der Linge n
eines Strings wird mit z [n = z(0)...z(n — 1) bezeichnet.

Sind x und y Strings, so ist "y die Konkatenation von z und y, also
2y=x(0)...2(m—1)y(0)...y(n —1), mit m = |z|, n = |y|. y erweitert z,
symbolisch x C y, falls |y| > |z| und y | || = z. Die Erweiterung ist echt,
ausgedriickt durch x C y, wenn y x erweitert und |y| > |z|. Zwei Strings x
und y heiflen kompatibel, wenn z y oder y = erweitert. Anderfalls sind sie



inkompatibel, in Zeichen z || y. Gilt x C y, soist y —x = y(|z|) . .. y(ly| — 1).
Die Notation fiir Strings wird kanonisch auf unendliche Binérfolgen erwei-
tert. So gilt z.B. x C A, wenn A | x| = z. Fir C C 2¥ gilt x C C, wenn
es ein A € C gibt, so dafl x — A. Dieser Formalismus wird, soweit moglich,
auch fiir X< und X% bei beliebigem X benutzt.

Die wesentlichen Begriffe und Konzepte der Berechenbarkeits- und Kom-
plexitétstheorie werden als bekannt vorausgsetzt. (Als Referenz konnen hier
[0di89], [Soa87] und [BDGI5] dienen.) Insbesondere die Klassen REC der
rekursiven Mengen und P werden benutzt. Dabei ist A € P, wenn es eine de-
terministische Turing-Maschine M gibt, die charakteristische Funktion von
A berechnet, und die Laufzeit von M fiir Eingabe n durch f(|n|) begrenzt
ist, wobei |n| die Lénge der Bin#rdarstellung von n und f ein Polynom ist.
Fiir die Berechenbarkeit von Funktionen gilt entsprechendes.

Desweiteren wird von einer Standard-Paarungsfunktion (.,.) : 2<% x
2<% — 2<% Gebrauch gemacht, die bijektiv, berechenbar und invertierbar in
polynomieller Zeit ist. Ist f eine Funktion mit Definitionsbereich in 2<“ und

k eine natiirliche Zahl, so bezeichnet fi(x) g {0k, 2)) fiir alle z € 2<%,



2 Baire-Kategorie

2.1 Grofle und kleine Mengen

In der mathematischen Tradition existieren im Wesentlichen drei Ansétze, in
einem gegebenen System von Mengen zwischen groflen und kleinen Objekten
zu unterscheiden. Diese Anséitze besitzen einige gemeinsame Merkmale, die
sicherstellen, dafl diese Konzepte eine sinnvolle Klassifizierung ermoglichen:

1. Keine Menge ist sowohl klein als auch grofs.
2. Das Komplement einer kleinen Menge ist groff (und umgekehrt).

3. Jede Teilmenge einer kleinen Menge ist ebenfalls klein. (Jede Ober-
menge einer grofien Menge ist grofs.)

Es wird nicht gefordert, dafl jede Menge entweder grofl oder klein ist, d.h. es
koénnen durchaus mittlere Mengen existieren. Eine weitere Eigenschaft, die
nicht so unmittelbar naheliegend ist wie die obigen drei, der aber dennoch
einige Bedeutung zukommt, ist die sogenannte Idealeigenschaft.

Definition 2.1 FEin System Z von Teilmengen eines Mengensystems X heifit
Ideal, falls T unter Teilmengen und endlichen Vereinigungen abgeschlossen
ist. T ist ein o-Ideal, wenn I auch unter abzdhlbaren Vereinigungen abge-
schlossen ist.

Im folgenden werden die Konzepte aus Mengenlehre und Mafitheorie
kurz skizziert, eine ausfiithrliche Vorstellung der Baire-Kategorie, die sich
auf topologische Strukturen stiitzt, schlieit sich an.

Mengenlehre

Das wohl einfachste und bekannteste Klassifikationssystem geht auf Georg
Cantor [Can83] zuriick. Eine Menge A heifit abzdihlbar, falls sie zur Menge der
natiirlichen Zahlen gleichméchtig ist, sie heifit hdochstens abzihlbar, wenn sie
entweder endlich oder abzéhlbar ist, d.h. wenn es eine injektive Abbildung
f A — w gibt. Eine Menge ist dberabzdhlbar, wenn sie nicht hochstens
abzahlbar ist.

Die Unterscheidung zwischen hochstens abzéhlbaren Mengen und Men-
gen, deren Komplement hochstens abzihlbar ist, liefert eine Klassifikation
mit den oben genannten Merkmalen. Die hochstens abzédhlbaren Mengen
bilden ein o-Ideal, da die abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen wie-
derum abzihlbar ist.



Mafitheorie

Fine andere Moglichkeit, um die Grofle eines Objektes zu beschreiben, be-
steht darin, sein Volumen zu definieren.

Das Lebesgue-Maf3 (Lebesgue [Leb04]) benutzt dabei als Ausgangs-
punkt Objekte, deren Volumen sich einfach angeben 148t, z.B. n-dimensionale
Quader. In zwei getrennten Vorgédngen werden dann das duflere sowie das
innere Maf$ gebildet. Beim dufleren Mafl wird das zu ,,messende® Objekt so
gut wie moglich in die bereits bekannten Basisobjekte ,,eingepackt®.

m*(A) =inf{d V(B;): Ac| B}

wobei die B; fiir bereits mef3bare Basisobjekte stehen. Umgekehrt wird bei
der Ermittlung des inneren Mafles ein Gegenstand ,,ausgeschopft*:

m.(A) =sup{) V(B;): A>| JBi}
FEine Menge A heifit lebesgue-meflbar, falls gilt:
m*(A) = m.(A4) (= m(A))

Nun 148t sich ein Klassifikationssystem ableiten:
Eine Menge A gilt als klein, falls m(A) = 0 gilt. (A ist eine Nullmenge.)
Grofle Mengen sind solche, deren Komplement eine Nullmenge ist.

Daf3 dieses Klassifikationskonzept die Idealeigenschaft besitzt, ist nicht so
offensichtlich wie im Fall der abzédhlbaren Mengen. Auf die entsprechenden
Beweise wird hier verzichtet, sie finden sich z.B. in [Oxt80].

Das Lebesgue-Maf3 ist ein sehr méchtiges Werkzeug, das - in seiner
resourcen-beschrénkten Version - seit einigen Jahren auch in der Komple-
xitdtstheorie verstarkt Einsatz findet. Néheres hierzu findet sich z.B. in
[Lut90] und [May94b].

2.2 Baire-Kategorie in topologischen Riaumen

1899 entwickelte Rene Baire [Bai99]ein Klassifikationskonzept, das auf den
topologischen Merkmalen einer Menge fuBt. Ausgangspunkt der Uberlegun-
gen Baires war die Tatsache, dal eine kleine Menge sich in der gegebe-
nen Obermenge regelrecht “diinn macht”. Um dies mathematisch exakt zu
formulieren, miissen die zu klassifizierenden Objekte mit einer geeigneten
Struktur versehen sein. Eine solche Struktur stellt die Theorie der topologi-
schen Rdume zur Verfiigung.



Topologische Riume

Definition 2.2 Fin topologischer Raum ist ein Paar (X,T), bestehend
aus einer Menge X sowie einer Familie T von Teilmengen von X, fir die
gilt:

(i) 0, X €T

(ii) T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen.
(iii) T ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten.
Solch eine Familie 7 heifit Topologie auf X . Thre Elemente sind die offenen
Mengen, ihre Komplemente heiflen abgeschlossen. (Ist es klar, welche

Topologie gemeint ist, so wird auf einen Topologischen Raum lediglich unter
Angabe der Menge X Bezug genommen.)

Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes X heifit dicht, falls ihr
Komplement keine offene, nichtleere Menge enthilt.

Nirgends dichte, magere und comagere Mengen

Die zentralen Konzepte zur topologischen Klassifizierung von kleinen und
groBen Teilmengen eines topologischen Raumes werden nun vorgestellt. Die
zentrale Idee hierbei ist, dafl jede offene Menge als lokal dichtes Gebilde
angesehen werden kann. Als klein werden dann solche Mengen angesehen,
die in keinem Punkt auch nur annidhernd eine offene Menge beschreiben,
Mengen, die ,voller Locher sind“ (Ozxtoby).

Bei der Definition ist darauf zu achten, dafi die oben angedeutete Ideal-
etgenschaft erfiillt ist.

Definition 2.3 Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raums X .

(a) A heifit nirgends dicht, falls AL eine offene und dichte Menge enthiilt.

(b) A heifit mager, falls A die Vereinigung abzihlbar vieler nirgends dich-
ter Mengen ist.

¢) A heifst comager, falls AL mager ist.
(c) g g

Man beachte (am Beispiel der rationalen Zahlen), daf} eine magere Menge
dicht sein kann.

Proposition 2.4 Die nirgends dichten Teilmengen eines topologischen Rau-
mes bilden ein Ideal. Die mageren Teilmengen bilden ein o-Ideal.



Beweis. FEine Teilmenge B einer nirgends dichten Menge A ist sicherlich
nirgends dicht, da AL eine Teilmenge von B Cist. Sind A und B zwei nirgends
dichte Mengen, so enthalten AC und BC jeweils eine offene und dichte Menge
U bzw. V. Wire U NV nicht offen dicht, so enthielte (U N V)t = U8 Ve
eine offene Menge W. Dies stiinde aber im Widerspruch dazu, da} sowohl
UC als auch VC nirgends dichte Mengen sind.

Daf§ die mageren Mengen ein o-Ideal bilden, folgt sofort aus der De-
finition sowie der Tatsache, dafl eine abzihlbare Vereinigung abzdhlbarer
Indexmengen wieder abzéhlbar ist. O

Bairesche Riume

Um die Baire-Kategorie in dem oben beschriebenen Sinne als Klassifikations-
werkzeug anwenden zu kénnen, muf sichergestellt sein, dafl magere Mengen
auch wirklich klein, und comagere Mengen auch wirklich grof§ sind. Das
heifit, comagere Mengen sollen insbesondere nicht leer sein, oder - dquiva-
lent - der topologische Raum X selbst darf nicht mager sein. Die folgende
(einfache) Beobachtung prasentiert drei gleichwertige Charakterisierungen
dieser ,,Gutartigkeit®.

Proposition 2.5 Sei X ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) Jede nichtleere offene Menge in X ist nicht-mager.
(ii) Jede comagere Menge in X ist dicht.

(iii) Der Durchschnitt abzihlbar vieler offener, dichter Mengen in X ist
dicht.

Beweis. (i) = (ii). Sei A C X eine comagere Menge. Angenommen, A wére
nicht dicht, AL enthielte also eine nichtleere offene Menge U. Nach (i) wire
dann aber U C AC nicht-mager, im Widerspruch zur Idealeigenschaft der
mageren Mengen.

(#i) = (4i7). Folgt sofort aus der Definition von mageren und comageren
Mengen.

(ti1) = (i). Angenommen, U C X,U # 0 ist offen und mager. Dann
ist U als Vereinigung abzdhlbar vieler nirgends dichter Mengen darstellbar,
folglich im Komplement des Durchschnitts abzéhlbar vieler offener, dichter
Mengen enthalten. Nach Voraussetzung ist letzterer dicht, somit existiert
eine offene nichtleere Menge im Komplement einer dichten Menge - Wider-
spruch! a
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Definition 2.6 Fin topologischer Raum X heifit Bairescher Raum, falls
er die Bedingungen in Proposition 2.5 erfillt.

Bairesche Radume garantieren eine sinnvolle Unterscheidung zwischen grofien
und kleinen Mengen. Deshalb ist es wichtig, dafl man von einem Mengensy-
stem, auf das man die Begriffe der Baire-Kategorie anwenden will, zunéchst
zeigt, dafl es sich hierbei um einen Baireschen Raum handelt.
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3 Topologische Spiele

Die Spieltheorie ist eine eigenstdndige mathematische Disziplin, die in vielen,
auch empirisch arbeitenden Wissenschaften Anwendung findet. Vor allem
Wirtschafts- und Sozialwissenschaftler sehen in den Methoden der Spiel-
theorie geeignete Werkzeuge zur Modellierung gesellschaftlicher Prozesse,
wie etwa marktwirtschaftlicher Dynamiken oder militérischer Konfliktsitua-
tionen.

In der Mathematik selbst wird der abstrakte Spielbegriff haufig dazu
benutzt, Theorien und Resultate zu reformulieren und so in anderem Licht
erscheinen zu lassen. Oft gelingt es dabei, Ergebnisse, die urspriinglich kom-
plizierter und aufwendiger Beweise bedurften, in eleganter Weise neu zu
prasentieren. Im giinstigsten Fall er6ffnen die spieltheoretischen Methoden
die Einsicht in neue, nichttriviale Zusammenhénge.

Neben den Gebieten Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik erfdhrt die
Spieltheorie auch in Teilen der Logik, der Mengenlehre und der Topologie
Verwendung. Letztere ist Gegenstand dieses Abschnitts, wobei besonders ein
Spieltyp herausgestellt werden soll. Doch zunéchst ist es erforderlich, daf} zu-
mindest die wichtigsten Begriffe der mathematischen Spieltheorie eingefiihrt
werden, nicht zuletzt, um eine adiquate Form fiir die im weiteren Verlauf
behandelten Spiele zu entwickeln.

3.1 Unendliche Zwei-Personen-Spiele

Der Spielbegriff, wie er in der mathematischen Spieltheorie verwendet wird
(siche [VNM44]), ist aufgrund der Vielzahl vorstellbarer Spieltypen sehr ab-
strakt gehalten. An dieser Stelle soll, um die Darstellung des Stoffes nicht
unndétig zu komplizieren, auf die Einfithrung des allgemeinen Spielbegriffs
verzichtet werden. (Es sei auf die einschldgige Literatur, wie z.B. [vINM44]
verwiesen.) Statt dessen beschriankt sich dieser spieltheoretische Abschnitt
auf die Darstellung der unendlichen Zwei-Personen-Spiele, da alle hier be-
handelten Spiele Spezialfille eines solchen Spieles sind.

Der einfachste Typ eines unendlichen Zwei-Personen-Spiels mit
perfekter Information! (im folgenden auch einfach unendliches Spiel ge-
nannt) 148t sich recht einfach beschreiben: Gegeben sei eine nichtleere Menge
X, die Auswahlmenge, sowie eine Teilmenge A C X“, die Gewinnmenge. Im
Verlauf einer Partie? wihlen die Spieler dann abwechselnd Elemente aus X:

'Der Zusatz mit perfekter Information rithrt daher, da zu jedem Zeitpunkt einer
Partie jedem Spieler samtliche bisher getétigten Ziige bekannt sind. In vielen gewthnlichen
Spielen, z.B. beim Driicken wihrend einer Skatpartie, ist das nicht der Fall.

’Im gemeinen Sprachgebrauch wird das Wort “Spiel” oft sowohl fiir die allgemeine

12



1I T T3

Spieler I beginnt und spielt g € X. Daraufhin setzt Spieler II mit z1 € X
fort, worauf Spieler I wieder an der Reihe ist und xo € X wé&hlt usw. Aus
den Ziigen der Spieler bildet sich so eine Folge (x)new in X“. Spieler 1
gewinnt, falls (z,,) € A. Anderfalls siegt Spieler II. Diese grundlegende Va-
riante eines unendlichen Zwei-Personen-Spiels wird mit G(X, A) bezeichnet,
oder einfach nur G(A), falls klar ist, welche Auswahlmenge X benutzt wird.

Fiir die Beschreibung von Spielen sind Bdume &duflerst niitzlich.

Definition 3.1 Ein Baum auf einer Menge X ist eine Teilmenge T C
X< die unter Anfangsstiicken abgeschlossen ist, d.h. aust € T und s C t
folgt s € T'. Der Stamm eines Baumes T ist die Menge seiner unendlichen
Zweige:

T]={AecX“: Vn(AlneT)}

Alle moglichen Partieverldufe eines Spiels lassen sich in einem Baum T zu-
sammenfassen. Dieser Baum stellt das Spiel in seiner Gesamtheit dar. Fiir
ein einfaches unendliches Spiel G(X, A) gilt natiirlich Tz = X <“. Oftmals
ist es jedoch wiinschenswert, dafl die beiden Spieler ihre Auswahl aus der
Menge X nicht beliebig treffen kénnen, sondern sich zusétzlich an bestimm-
te Regeln halten miissen. Dies bedeutet, daf nicht mehr jeder (unendliche)
Pfad in X*“ einen regelgeméflen Partieverlauf darstellt. Der Spielbaum Tg
ist in diesem Fall eine (echte) Teilmenge von X <“. Der Ablauf einer Partie

I i) D)
1I T T3
ist nun bestimmt durch die Regel, dal (zg,z1,...,2,) € Tg gelten mufl

fiir alle n > 0. Das Resultat einer Partie ist ein Element von [Tg].

Té bezeichne die Elemente t € Tz mit gerader Lénge, also diejenigen
Situationen, in denen Spieler I am Zug ist. Entsprechend ist T, éf ={teT:
len(t) ungerade} die Menge der Spielsituationen, in denen Spieler II ziechen
muf.

Bei der Gestaltung von Partien spielen Strategien eine wichtige Rolle.

Beschreibung eines Spiels als Gesamtheit seiner Regeln (z.B. das Schachspiel), als auch
zur Bezugnahme auf dessen konkrete Durchfithrung (“Dieses Spiel hast Du verloren!”)
gebraucht. Um Mehrdeutigkeiten aus dem Weg zu gehen, wird letzteres als Partie be-
zeichnet.

13



Fine Strategie legt fiir einen Spieler sémtliche Ziige fest, indem sie fiir jede
mogliche Spielsituation eine Antwort bereithélt:

Definition 3.2 FEine Strategie fiir Spieler I in einem unendlichen Zwei-
Personen-Spiel G(X, A) mit perfekter Information ist eine Funktion

o : Té — X
t — o)==

mit der Figenschaft, dafs
t"o(t) € Tg

Eine Strategie fiir Spieler 11 definiert sich analog.

Eine Partie, zu der beide Spieler mit Strategien ¢ (Spieler I) bzw. 1
(Spieler II) antreten, lauft dann folgendermaflen ab:

0.1 Spieler I erdffnet mit xg = ¢(0).
0.2 Spieler IT antwortet mit x3 = (0, xo).

1.1 Spieler I setzt mit zo = ¢(0, zg, 1) fort.

n.2 Spieler II spielt 29,11 = ¥(0, xg, 21, ..., 22,).

Das Ergebnis der Partie, also die Folge (x,,), sei mit R(X, A, ¢, 1) bezeichnet.
(Ist klar, welches Spiel gemeint ist, schreibt man auch einfach R(¢,1)).)

Jede Strategie ¢ fiir Spieler I kann mit einem Teilbaum von Ty assozi-
iert werden. Dieser Teilbaum enthélt alle mogliche Partieverlaufe, in denen
Spieler I mit Strategie ¢ spielt.

Definition 3.3 Ist ¢ eine Strategie fiir Spieler I fiir ein Spiel G(X, A), so
ist der Teilbaum Ty C T definiert durch

(1) ®€T¢
(2) teTyNTL = t"¢(t) € Ty

(3) te TyNTLH = (Vs € TL)[(en(s) =len(t) + 1 &t T s) — s € Ty

In dhnlicher Weise definiert sich der Baum Ty, wenn v eine Strategie fiir
Spieler II ist.
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Von besonderem Interesse ist die Frage, ob fiir einen der beiden Spieler
eine Gewinnstrategie existiert, eine Strategie, mit der er jede Partie eines
Spiels G(X, A) gewinnt, wenn er nur seiner Strategie folgt, egal welche Zug-
folge sein Gegenspieler auch verwendet.

Definition 3.4 Fine Gewinnstrategie fiir Spieler I fir G(X, A) ist eine
Strategie ¢, so dajf$ gilt:
[Ts) € A

(Eine Gewinnstrategie fiir Spieler II definiert sich entsprechend.) Ein Spiel
G(X,A) heifst determiniert, falls einer der beiden Spieler eine Gewinn-
strategie besitzt.

Die Frage der Determiniertheit von Spielen ist eines der zentralen The-
men der Spieltheorie und wird auch in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehen.
So sind z.B. endliche Zwei-Personen-Nullsummen-Spiele mit vollstindiger
Information stets determiniert [vNM44]. Vorher hatte schon Zermelo [Zer12]
Untersuchungen iiber solche Spiele angestellt. Fiir unendliche Spiele sind we-
sentliche Resultate von Gale und Stewart [GS53] sowie von Davis [Dav64]
erzielt worden. Unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms kann gezeigt wer-
den, daf es Spiele gibt, die nicht determiniert sind (siehe z.B. [Kec95]). Um
so wichtiger ist es, Eigenschaften der Gewinnmenge A zu benennen, die eine
Determiniertheit garantieren. Hierbei spielen oft topologische Eigenschaften
eine Rolle.

3.2 Das Spiel von Banach-Mazur

Das Spiel von Banach und Mazur ist das dlteste und bekannteste einer gan-
zen Reihe von topologischen Zwei-Personen-Spielen mit vollstédndiger Infor-
mation. In einem topologischen Spiel wihlen die Spieler Objekte, die in Be-
ziehung zur topologischen Struktur eines Raumes stehen, wie z.B. Punkte,
offene Mengen, abgeschlossene Hiillen, usw. (Dieses Verstédndnis von topo-
logischen Spielen folgt Telgdrsky [Tel87]. Eine andere Definition wurde von
Berge [Ber75] gegeben.) Auch in die Formulierung der Gewinnmenge kénnen
topologische Zusammenhénge eingehen.

Die meisten topologischen Spiele zielen darauf ab, eine spieltheoretische
Beschreibung topologischer Eigenschaften zu ermdoglichen, indem man einen
Zusammenhang zwischen einer Figenschaft der Gewinnmenge und der De-
terminiertheit des Spiels herstellt.

1935 erfand der polnische Mathematiker Stanistaw Mazur folgendes Spiel:
Vorgegeben sei eine Teilmenge A des Einheitsintervalls [0,1]. Spieler T und
IT spielen abwechselnd Teilintervalle I,, und J, in [0,1].
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11 Jo J1
wobei I, D Jp, 2 Int1, In,Jn C [0,1]. Spieler I gewinnt die Partie, falls

rw I, G: (w Jﬁ)(1f17é®

new new

Oxtoby [Oxt57] verallgemeinerte dieses Spielkonzept fiir topologische
Réume: Sei X ein nichtleerer topologischer Raum sowie A C X.

I Uo Uy

I Vo Vi

mit U; DO V; D Uiy, U;, Vi C X offen und nichtleer. Spieler I gewinnt dann
und nur dann, wenn

(N Un(= (Vo) NA£D

new new

Dieses Spiel sei mit BM (X, A) bzw. BM (A) bezeichnet, falls klar ist, welcher
topologische Raum zugrunde liegt.

Satz 3.5 (Banach und Mazur, Oxtoby) Sei X ein topologischer Raum,
A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt Gewinnstrategie fiir BM (X, A)

(ii) A ist mager.

Beweis. (i) = (i1). Sei ¢ eine Gewinnstrategie fiir Spieler II.

Lemma 3.6 Zu jedem Spielstand t = (Uy, Vo, ..., Uy, V) existiert eine Fa-
malie Uy, fiir die gilt, dafl die Mengen in

¢(Ut) - {w(U()? ‘/07 ceey U’na V'f?n Un—i—l) : Un+1 S ut}

paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung dicht in V,, ist.
Beweis. Jede Kette (beziiglich der Inklusionsordnung) von Familien W,
fiir die ¥»(W;) aus paarweise disjunkten Mengen besteht, besitzt eine obere

Schranke. Nach dem Zornschen Lemma gibt es somit eine maximale solche
Familie ;. Die Vereinigung der in 1 (U;) enthaltenen Mengen ist dicht in V,,,

16



denn sonst géibe es eine offene Menge U , die in V,, — UVE’(/)(ut) V' enthalten
ist, und somit ¢4, U {U} die Maximalitéit von U; verletzte. O

Zum Beweis des Satzes wird ein Teilbaum S C T;, konstruiert:

(1) B es.
(2) (Uo, Vo, ..., Un) € S = (Up,Vo,...,Un,¥(Uo, Voy,...,Uy)) €S

(3) t = (U, Vo,....Un, Vi) € S = t " (Uni1,¥(t " (Ups1))) € S, fiir alle
Un+1 6Z/{t-

Definiert man nun V,, = {V,, : (Up, Vb, ..., Uy, V,,) € S} und setzt

Wo= |J W (3.1)
Vn€Vn

so sind die W,, aufgrund der Konstruktion von S offen dicht in X fiir alle
n € w. Es ist zu zeigen, daf

(N WanA=9 (3.2)

new

Anderfalls existiert ein x € [ W,NA, d.h. z € W, fiir alle n. Nach Definition
von W, und S gibt es zu jedem n eine eindeutig bestimmte (die V;, in S sind
disjunkt!) Zugfolge (Up, Vb, ..., Un, V) € S mit x € V,,. Folglich existiert ein
Partieverlauf (Up, Vp,...) € [S] derart, dal = € (| V,, N A, im Widerspruch
zur Existenz einer Gewinnstrategie fiir Spieler II.

(73) = (). Sei A mager, d.h.

A= U Wy, Wy, nirgends dicht (3.3)

new

Die Mengen W,? sind offen dicht, haben also nichtleeren Durchschnitt mit
jeder nichtleeren offenen Menge in X. Definiert man

(U0, Vos- -+ Un—1, Va1, Up) = Up N WY (3.4)
so folgt
N Va=(UnWEc M WEc A (3.5)
new new new
und somit
(N VanA=0 (3.6)
new
Also ist 1» Gewinnstrategie fiir Spieler II. a
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Zur Geschichte dieses Satzes ist folgendes anzumerken: Das Spielkonzept
auf der reellen Zahlengeraden wurde 1935 von Stanistaw Mazur erfunden. Er
konnte jedoch nur eine Richtung von Satz 3.5 beweisen, ndmlich dafl aus der
Magerheit von A die Existenz einer Gewinnstrategie fiir Spieler II folgt . Die
andere Richtung notierte er als Vermutung im Scottish Book (Problem 43,
s. [Mau81]). Banach zeigte, dal Mazurs Vermutung zutrifft, verdffentlichte
den Beweis jedoch nicht. In [Oxt57] prisentierte Oxtoby einen Beweis in
einem verallgemeinerten Rahmen.

Das Spiel von Banach-Mazur war das erste in einer Reihe von unendli-
chen Zwei-Personen-Spielen mit perfekter Information. Nachfolgend wurden
zahlreiche, in der Anlage &hnliche Spiele untersucht. Eine Ubersicht findet
sich in [Tel87].
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4 Baire-Kategorie im Cantorraum

In diesem Abschnitt wird eine Topologie auf dem Cantorraum 2% eingefiihrt.
Anschlielend sollen die Konzepte der Baire-Kategorie fiir diesen Spezialfall
genauer untersucht werden. Insbesondere wird gezeigt, daf3 2* ein Bairescher
Raum ist.

Mit Hilfe endlicher Erweiterungsfunktionen lassen sich die Eigenschaf-
ten mager und comager in eleganter Weise charakterisieren. Gleichzeitig
bilden diese Funktionen den Ankniipfungspunkt fiir die resourcenbeschrink-
te Baire-Kategorie, wie sie in Abschnitt 4 beschrieben wird. Zum Abschlufl
des Abschnitts werden die Banach-Mazur-Spiele im Cantorraum vorgestellt.

Zunichst steht jedoch eine Begriffskldrung an. Auf den Cantorraum als
topologischem Raum miifite als Menge Bezug genommen werden. Die Ele-
mente dieser Menge sind unendliche 0-1-Folgen. Rekursionstheoretisch wer-
den solche 0-1-Folgen aber als charakteristische Funktion einer Teilmenge
der natiirlichen Zahlen aufgefafit. Die wichtigen Objekte sind meist Mengen
von natiirlichen Zahlen: die rekursiv aufzéhlbaren Mengen, die rekursiven
Mengen, die polynomialzeit-berechenbaren Mengen, usw. Diese werden als
Klassen bezeichnet. In dieser Arbeit soll an dieser Konvention festgehalten
werden, so dafl auf Teilmengen des Cantorraums als Klassen, auf Elemen-
te von 2“ als Mengen Bezug genommen wird. Im folgenden wird also von
mageren Klassen oder von einer Menge A € 2¢ die Rede sein.

4.1 Der Cantorraum als topologischer Raum

Der Cantorraum 2“ ist definiert als Produktraum {0,1} x {0,1} x ... x
{0,1} x ... abzdhlbar vieler Kopien von {0, 1}. Versiecht man {0, 1} mit der
diskreten Topologie - alle Teilmengen sind offen (also auch abgeschlossen)
- so ergibt sich eine Topologie fiir 2* aus der induzierten Produkttopologie.
Diese ist die kleinste Topologie auf 2¢, fiir die die Projektionen p, : 2¥ —
{0,1}, pn(A) = A(n) stetig sind. Wie man leicht einsieht, lassen sich die
Urbilder der p, als endliche Vereinigung der sogenannten offenen Kegel
B., x € 2<%, darstellen:

B,={Be€2”:20C B}

Diese Teilklassen bilden eine Basis der Produkttopologie auf dem Cantor-
raum. Aus diesem Grund werden sie auch basis-offene Klassen des Cantor-
raums genannt. Jede andere offene Menge 148t sich als Vereinigung solcher
offenen Kegel darstellen.

Im weiteren Verlauf spielen diese basis-offenen Klassen eine entscheiden-
de Rolle. Deshalb seien an dieser Stelle kurz einige wesentliche Eigenschaften
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zusammengefafit.

Bemerkung 4.1 Fiir die offenen Kegel in 2% gelten folgende Eigenschaf-
ten:

(1) By =2%.
(2) Fir zwei Kegel B, und By, gilt genau einer der folgenden Fille:

(a) By =By (im Fall x = y)
(b) B, C By (im Fall x Jy)
(¢c) By DBy (im Fall x C y)
(d) B,NBy =0 (im Fall z || y)

Die Begriffe der Baire-Kategorie lassen sich Cantorraum-spezifisch formulie-
ren.

Proposition 4.2 Fir eine Teilklasse C des Cantorraums 2¥ sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) C ist nirgends dicht.
(i) (Vx)(Jy 2 2)[By N C =]

Beweis. (i) = (ii). Sei C C 2 nirgends dicht, d.h. CC enthilt eine offene,
dichte Teilklasse B. Da B offen ist, 148t es sich darstellen als Vereinigung
offener Kegel, also B = (J,cgBy, S C 2<¢ Ist x € 2<%, so ist wegen der
Dichte von B der Durchschnitt BNB, nicht leer. Folglich existiert ein y € .5,
fur das B, NB, # 0 gilt. Nach Bemerkung 4.1 ist dann ein Kegel im anderen
enthalten. Gilt B, C By, so folgt B, C B C CC. Andernfalls gilt z C y und
es gilt By C B C ct.

(i1) < (i). Betrachte die Menge B = (J,c9<w By,, wobei gy, den nach
Voraussetzung existierenden String bezeichnet, der x erweitert und dessen
Durchschnitt mit C leer ist. B ist sicherlich offen und auch dicht, da B jeden
offenen Kegel B, schneidet. Aulerdem liegt B im Komplement von C. O

Endliche Erweiterungsfunktionen

Bevor die Begriffe der Baire-Kategorie auf 2¢ naher untersucht werden, wird
zunéchst ein wichtiges Hilfsmittel zu deren Beschreibung eingefiihrt.
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Definition 4.3 Fine Funktion f : 2<% — 2<% ist eine endliche Erwei-
terungsfunktion (im folgenden auch einfach als Erweiterungsfunktion be-
zeichnet), falls

(Vo € 29[z T f(2)]

Eine Erweiterungsfunktion heifit echt, falls fiir alle v € 2<% gilt, dafl * C
f(x).

Eine Menge A € 2¢ erfiillt eine (endliche) Erweiterungsfunktion f, falls
es einen String x gibt, so daf} f(x) C A gilt. Die nichste Proposition folgt
unmittelbar.

Proposition 4.4 FEine Klasse C € 2% ist dann und nur dann nirgends
dicht, wenn es eine Erweiterungsfunktion f gibt, so daf

(VA € C)(Va)[f(x) £ A

d.h. f wird von keiner Menge aus C erfillt.

Eine erste Anwendung dieser Charakterisierung ist folgende Proposition.

Proposition 4.5 Jede abzihlbare Klasse in 2¥ ist mager.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl jede Klasse {A}, A € 2, nirgends dicht
ist. Ist A € 2¥, so erfiillt A folgende Funktion f nicht:

flx) =" (1= A(|z]))
O
Definition 4.6 Ein System von Erweiterungsfunktionen ist eine Funktion

f 2<% — 2<% mit der FEigenschaft, daff f, fiir alle n > 0 eine endliche
Erweiterungsfunktion ist.

Die folgende Proposition ist leicht nachvollziehbar.

Proposition 4.7 FEine Klasse C C 2¥ ist dann und nur dann mager, wenn
es ein System f von Erweiterungsfunktionen gibt, so daf$ jedes A € C min-
destens eine Funktion fy, nicht erfillt. (In diesem Fall heifit C mager via

f)

Mit Hilfe dieser Charakterisierung 1d8t sich ein wichtiges Resultat elegant
beweisen. Die hierbei gebrauchte Beweistechnik wird im weiteren Verlauf
wieder auftauchen - wenn auch in komplexerer Form.

Satz 4.8 (Baire) 2“ ist ein Bairescher Raum.
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Beweis. Es wird gezeigt, dafl jede comagere Klasse dicht ist. Sei also C co-
mager, d.h. CUl st mager via f. Angenommen, es gibt eine basis-offene Klasse
B. im Komplement von C. In diesem Fall gidbe es eine Menge A € CU, die
alle f;, erfiillt, im Widerspruch zur Magerheit von C. Die Konstruktion von
A erfolgt in Schritten, wobei im s-ten Schritt sichergestellt wird, dafl A f;
erfiillt. Zu diesem Zweck wird eine streng monotone Funktion [ : w — w
definiert. Im s-ten Schritt werden [(s) sowie alle Anfangsstiicke A [ n mit
Allln—1)C Aln C A]l(n) bestimmt. Initialisiere mit {(—1) = || und
All(n—1) =z. Sind s und AJl(s — 1) gegeben, so setze

ATU(s) = fo(ATl(s — 1)) (4.1)
Offensichtlich erfiillt A sdmtliche fs. O

Die endliche Erweiterungsmethode

Die endliche Erweiterungsmethode macht sich Satz 4.8 zunutze. Man will
eine Menge A konstruieren, die eine abzidhlbare Familie (R,,)ne, von Bedin-
gungen erfiillt. Die Konstruktion erfolgt in Schritten, wobei im n-ten Schritt
sichergestellt wird, daf§ die Bedingung R,, erfiillt wird. Ein wichtiges Merk-
mal ist, daf} jede Bedingung unabhéngig vom bisherigen wie vom nachfol-
genden Verlauf der Konstruktion, d.h. lokal erfiillt werden kann. Identifiziert
man eine Bedingung R,, mit der Klasse der Mengen, die sie erfiillen, so ist
diese lokale Erfiillbarkeit offenbar durch folgende Figenschaft gewéhrleistet:

(Vz)(Jy D x)(VA O y)[A € R, (4.2)

(4.2) besagt jedoch gerade, dafi die Klassen R, offen dicht sind. Folglich ist
ihr Durchschnitt comager, nach Definition 2.6 und Satz 4.8 also nichtleer.
Jede abz#hlbare Familie (R,;)ne, von Bedingungen, die (4.2) erfiillt, ist fiir
eine endliche Erweiterungskonstruktion geeignet, so z.B. einfache Diagona-
lisierungsargumente.

Die Baire-Kategorie auf 2“ kann also als abstraktes Modell der endlichen
Erweiterungsmethode angesehen werden.

4.2 Topologische Spiele im Cantorraum

Im vorherigen Abschnitt wurden Banach-Mazur-Spiele im generellen Kon-
text topologischer Rdume eingefiihrt. Die spezielle topologische Struktur des
Cantorraums erlaubt es, ein vereinfachtes, dquivalentes Spielmodell zu defi-
nieren.

Definition 4.9 Zwei Spiele G und G’ heifien dquivalent, falls Spieler I
(bzw. Spieler II) fir G genau dann eine Gewinnstrategie besitzt, wenn I
(bzw. II) eine Gewinnstrategie fiir G' hat.
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Man betrachte folgendes Spiel BM*(C) auf 2“. Gegeben sei eine Klasse
C C 2%. Zwei Spieler erweitern abwechselnd ein Anfangsstiick um nichtleere
Strings:

I Zo T

II Yo Y1

wobel Zn, yn € 2<%, Tpn,yn # A fiir alle n > 0. Das Resultat dieses Spiels ist
definiert als die eindeutig durch folgende Anfangsstiicke bestimmte Menge
R e 2%:

Rirp=x0"y0 ... xn yn (4.3)
Spieler I gewinnt die Partie, falls R € C; andernfalls gewinnt Spieler II.

Satz 4.10 Fir C C 2¥ sind die Spiele BM*(C) und BM (2%, C) dquivalent.

Beweis. Sei ¢ eine Gewinnstrategie fiir Spieler I fir BM (2¢,C), C C 2“.
Es ist eine Gewinnstrategie ¢* fiir Spieler I fiir BM*(C) anzugeben. Hierzu
sei s = (A, 20, Yo, Tn,Yn) € TéM* gegeben mit zo yo" ... xn Yy, = C.
Finde fiir 0 <m < n Uy 2 Bayryy ..o a, Und Vi 2 Bogryon 2" g » S0 daBl

(U0, Vo, ..., Un, Vpn) € Ty (4.4)
Dann gilt, da ¢ Gewinnstrategie fiir Spieler I ist,
(\V/Vn+l g ¢(U0, ‘/ba ey Un, Vn))[Vn+1 N C ?é (D] (45)

o (Uo, Vo, ..., Uy, V) 1Bt sich darstellen als Vereinigung von offenen Kegeln,
d.h. es existiert S C 2<%, so daf

$(Uo, Vo, -, Un, Va) = | Ba (4.6)
z€S
Wegen (4.5) muf} es ein x € S geben mit xg yo" ... z, yn C x, fiir das
(¥y 22)[B, N C 1) (47)

gilt. Wéhle solch ein x (unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms) und setze
¢ (s) = (x°0) — (x Yo" ... T yn). (¢*(s) =0, falls xo"yo" ... = yn £ C.)
Man sieht leicht, daf dies eine Gewinnstrategie fiir BM*(C) definiert. Sei
nun ¢ eine Gewinnstrategie fiir Spieler II fir BM (2¥, C). U,, und V,,, seien
wie oben definiert. Ist t = (xo,y0,...,%n) € T]%/‘,*, so existiert wiederum
S C 2<% derart, daf3

¥(Uo, Vo, .., Un) = | Ba (4.8)

zeS
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Wihle z € S mit minimaler Linge und setze

() = (2"0) — (x0"yo" -.. Tp) (4.9)
1* ist eine Gewinnstrategie fiir Spieler II fiir BM*(C). Die entgegengesetzte
Richtung der Aquivalenz ist offensichtlich. a

Fortan soll unter einem Banach-Mazur-Spiel auf 2¥ stets das oben als
BM*(C) eingefithrte Modell verstanden werden, folglich auch die Bezeich-
nung BM(C) tragen.

Neben dem eigentlichen Spielmodell 148t sich auch der Begriff der Stra-
tegie vereinfachen. Betrachtet man den Beweis zu Satz 3.5, so fillt auf, dafl
dort zur Konstruktion einer Gewinnstrategie fiir Spieler II zu einer gegebe-
nen mageren Menge niemals auf séimtliche bisher gespielte offenen Mengen
Bezug genommen wird, sondern lediglich auf die “aktuelle”, von Spieler 1
zuletzt gespielte Menge. Ubertragen auf den Cantorraum bedeutet das, daf
ein String z € 2<% als Information fiir Spieler II zur Berechnung seines
nichsten Zuges geniigt; es ist fiir ihn unwichtig, welcher Teil dieses Strings
von welchem Spieler in welcher Runde gespielt wurde. Deshalb bleibt das
Hauptresultat (Satz 3.5) iiber Banach-Mazur-Spiele giiltig, wenn man als
Strategien nur noch echte Erweiterungsfunktionen zulafit.

Seien also g und h zwei echte Erweiterungsfunktionen. Spielen Spieler 1
und Spieler II mit den Strategien g bzw. h, so 148t sich das Resultat R(g, h)
der Partie nun folgendermaflen beschreiben:

Rirm = (hog)™() (4.10)

Satz 4.11 Sei C eine Teilmenge des Cantorraums. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt eine Gewinnstrategie fir BM(C).

(i) C ist mager.

Beweis. Vorbemerkung: Nach dem oben gesagten ergibt sich der Beweis
leicht aus Satz 3.5. Dennoch soll der Beweis hier vollstindig préisentiert
werden, da die Struktur wichtig fiir das Versténdnis spéaterer Abschnitte ist.
Er folgt im Wesentlichen [Fen91].

(i) = (it). Sei h eine Gewinnstrategie fiir Spieler II. Es ist ein System f
von Erweiterungsfunktionen anzugeben, das die Magerheit von C bezeugt,
d.h. zu jedem A € C existiert ein Index k, so dafl A fj nicht erfiillt. Definiere

hierzu
h(z) falls |z| > k
x) = 4.11
Jil®) {h(xAOk_mH) sonst (4.11)
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Angenommen, es gibe ein A € C, das alle f, erfiillte. Es soll gezeigt werden,
dafl in diesem Fall eine Strategie g fiir Spieler I existierte mit R(g,h) € C,
im Widerspruch zur Gewinnstrategie von Spieler II.

Zu jedem x C A existiert ein x4 mit der Eigenschaft, dafl
f|$|(x,4) CA (4.12)

Aus der Definition der f;, folgt, dafl |z4| > |z|. Setze also g(x) = x4, falls
x C A, und g(z) = 2”0 sonst. Induktiv ergibt sich R(g,h) = A.

(73) = (). Sei C mager via f. Es ist eine Gewinnstrategie h zu konstruie-
ren. Zu diesem Zweck geniigt es, dal wiahrend des Spielverlaufs sichergestellt
wird, dafl jedes fr mindestens einmal simuliert wird (d.h. die Resultatsmen-
ge R erfiillt jedes fi). Dann ndmlich kann das Resultat R nicht in C liegen,
da aufgrund der Magerheit von C jede darin enthaltene Menge A mindestens
ein fi nicht erfiillt.

Gegeben sei x € 2<%, fj, verlangt Aufmerksamkeit fiir x, falls
k<l|z| und (VyCx)[fely) &2l (4.13)

(fx wurde bisher noch nicht simuliert.) Bestimme den kleinsten Index k,
so dafl fi fiir x Aufmerksamkeit verlangt und definiere h(z) = fr(x). (In
diesem Fall erhdilt fr Aufmerksamkeit.) Falls kein solches k existiert, setze
h(z) = z"0.

Eine einfache Induktion zeigt, dal R(g, h) |, die Funktionen fy, ..., fn—1
erfiillt, fiir alle I-Strategien g. Somit erfiillt R(g, h) jede Funktion f. )

Cut-and-Choose-Spiele

Fine interessante Variante des Banach-Mazur-Spiels ergibt sich, wenn man
die Erweiterungsléinge von Spieler II auf ein Bit beschrankt. Sei wiederum
C C2v.

I To I
II 10 1

wobei x, € 2<%, i, € {0,1} fiir alle n > 0. Das Resultat ist definiert als
Menge R, gegeben durch die Anfangsstiicke

Rirm =x0" i ... T im

Wiederum gewinnt Spieler I, wenn R € C; andernfalls siegt Spieler I1. Dieses
Spiel sei mit CC(C) (Cut-and-Choose) bezeichnet.
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Wie im Fall des Banach-Mazur-Spiels auf 2“ so kann auch hier der Be-
griff der Strategie vereinfacht werden. Eine Strategie fiir Spieler I ist eine
Erweiterungsfunktion g, wohingegen eine Strategie fiir Spieler II nun aus
einer Funktion i : 2<“ — {0,1} besteht. Solch einer Funktion kann auf
natiirliche Weise eine Erweiterungsfunktion h’ zugeordnet werden, indem
man h'(z) = x"i(x) setzt. Der Spielstand einer Partie, die mit Strategien g
bzw. i gefithrt wird, nach Runde m definiert sich wie folgt:

Rlry = (hl o g)m()\)

Duch diese einfache Modifikation 1483t sich die Abzahlbarkeit von Klassen
spieltheoretisch beschreiben.

Satz 4.12 Sei C C 2¥. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt eine Gewinnstrategie fir CC(C).
(i1) C ist abzihlbar.

Beweis. (i) = (ii). Sei i eine Gewinnstrategie fiir Spieler II fiir CC(C). Zu
jedem A € C existiert dann genau ein x4 C A, so dafl

Wi(za)Zz A und (Vy Jaza)lyC A— h'(y) Z A (4.14)

Es soll gezeigt werden, dafl die Zuordnung A — x4 injektiv ist, denn dann
folgt aus der Abzihlbarkeit von 2<% auch die Abzihlbarkeit von C. Ange-
nommen, es gibt Ag, A; € C mit Ay # Ay aber z4, = x4, = z, so folgt
aus hi(z) i Ag und hi(x) ¥ Ay, daBy = Ag LI A; O o, wenn y = Ap und
yC Ay und 2z [ Ag V 2z [ A fiir alle z 3 y. Da entweder h'(y) = Ag oder
hi(z) T A; gelten muB, ergibt sich ein Widerspruch zur Definition von .

(1i) = (7). Sei C abzéhlbar, also C = {4y, A1, Az, ... }. Es muf} eine
Gewinnstrategie ¢ fiir Spieler II fiir CC(C) definiert werden. Hierfiir sei
x € 2<% gegeben. Ein Index k verlangt Aufmerksamkeit fiir x, falls

kE<l|z|] und =z A (4.15)

Wihle das kleinste k, fiir das @ Aufmerksamkeit verlangt, und setze i(z) =
1 — Ag(]z|). Existiert kein solches k, definiere i(z) = 0. Offensichtlich wird
so sichergestellt, dafl das Resultat einer Partie nicht in C enthalten ist. O

Das Cut-and-Choose-Spiel kann wie das Spiel von Banach-Mazur allge-
mein auf topologischen Rdume eingefiihrt werden. Damit jedoch Satz 4.12
in diesem allgemeineren Rahmen Giiltigkeit hat, muf8 der zugrundeliegen-
de topologische Raum X weitere Eigenschaften erfiillen, die hier einzufiihren
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden (X muf ein perfekter polnischer
Raum sein). Nidheres hierzu findet sich in [Kec95].
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5 Resourcenbeschrinkte Kategorienkonzepte

Fiir Anwendungen in der Rekursions- oder Komplexitétstheorie besitzt die
Baire-Kategorie in ihrer klassischen Form einen entscheidenden Nachteil:
Klassen von rekursiven Mengen sind abzéhlbar, also mager. Baire-Kategorie
ist folglich zu grob, um zwischen solchen Klassen zu differenzieren. Folg-
lich kénnen Existenzbeweise, die sich die Baire-Kategorie zu Nutze machen,
keine Aussagen iiber den Berechenbarkeits- oder Komplexitéitsgrad des Ob-
jektes machen.

Dieser Problematik 143t sich durch das Konzept der beschrinkten Baire-
Kategorie Abhilfe schaffen. Hierbei wird ein System nirgends dichter Klassen
ausgezeichnet, das als Grundlage des neuen Kategorienkonzeptes dient. Eine
Klasse ist dann mager im Sinne der beschrénkten Baire-Kategorie, wenn sie
uniforme (hinsichtlich des Systems von nirgends dichten Klassen) Vereini-
gung von solchen nirgends dichten Klassen ist.

Die Art und Weise, in der ein solches System ausgezeichnet wird, kann
verschieden sein. Eine Moglichkeit zieht sog. Bedingungsmengen heran. (Sie-
he u.a [AS96] oder [Joc85].) Ein anderer Zugang, der hier beschrieben werden
soll, erfolgt iiber endliche Erweiterungsfunktionen.

Nach Proposition 4.4 148t sich die Eigenschaft einer Klasse nirgends
dicht zu sein, iiber endliche Erweiterungsfunktionen charakterisieren. So-
mit geniigt zur Auswahl eines Systems von nirgends dichten Klassen die
Angabe einer Klasse A von Erweiterungsfunktionen.

Definition 5.1 Sei A eine Funktionenklasse. Fine Klasse C heif§t

(a) A-nirgends dicht, falls es eine Funktion f € A gibt, so dafi C nir-
gends dicht via f ist.

(b) A-mager, falls ein System f € A von Erweiterungsfunktionen exi-
stiert, so dafi C mager via f ist.

(¢) A-comager, falls ct A-mager ist.

Es ist wiinschenwert, dafl sich die in Abschnitt 2.1 beschriebene Idealeigen-
schaft der Baire-Kategorie auf das Konzept der A-Kategorie iibertrigt, dafl
also gilt:

(1) Teilmengen von A-mageren Mengen sind A-mager.

(2) A-uniforme Vereinigungen von A-mageren Mengen sind A-mager.
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Erfiillt ein Kategorienkonzept fiir eine Klasse A diese Eigenschaften, so bil-
den die A-mageren Klassen ein A-Ideal. Dariiber hinaus sollte im Hinblick
auf die eingangs erwdhnte Problematik eine verallgemeinerte Version des
Baireschen Kategorietheorems (Satz 4.8) Giiltigkeit haben, das besagt, dafl
die Klasse, beziiglich derer die Baire-Kategorie relativiert wird, nicht mehr
mager ist. Ist all dies fiir eine Klasse A erfiillt, so sei das zugehorige Kate-
gorienkonzept als fundiert bezeichnet. Bei beliebiger Wahl von A ist dies
natiirlich nicht gewéhrleistet. In [Fen95] zeigt Fenner, daf§ Klassen, die unter
polynomieller Truth-Table-Reduzierbarkeit abgeschlossen sind, ein fundier-
tes Kategorienkonzept ergeben.

5.1 Die Ansitze von Mehlhorn und Lutz

Im folgenden soll das Konzept der A-Kategorie exemplarisch fiir einige wich-
tige Funktionenklassen genauer untersucht werden:

ALL = {f . f:2<w_>2<w}
REC = {fe€ ALL : f rekursiv}
P = {fe€ALL :3k(f € DTIME(n"))}

Die Klasse ALL ergibt natiirlich die klassische Baire-Kategorie auf 2“.
REC-Kategorie wurde erstmals von Mehlhorn [Meh73] unter der Bezeich-
nung effektive Baire-Kategorie eingefithrt. Unabhéngig davon beschrieb Li-
sagor [Lis81] ein effektives Kategorienkonzept fiir w* anhand von effekti-
ven Banach-Mazur-Spielen, von denen spéter noch die Rede sein wird. Lutz
[Lut90] verfolgte Mehlhorns Ansatz fiir resourcenbeschriinkte Klassen. Stell-
vertretend fiir geeignete subrekursive Klassen wird hier nur auf P-Kategorie
eingegangen. Naheres zur resourcenbeschrinkten Kategorie fiir subrekursi-
ve, insbesondere subexponentielle Funktionenklassen findet sich in [Lut90].
Dort wird insbesondere ein formeller Rahmen benutzt, der sich leicht auf
hiesige Darstellung iibertragen liefle.

Satz 5.2 (Mehlhorn, Lutz) Fir A = ALL,REC, P bilden die A-mageren
Klassen ein A-Ideal.

Beweis. (1) folgt sofort auf der Definition, fiir (2) sei C = J;,, Cr und
f € A ein System derart, dafl Cr A-mager ist via fj, fiir alle k € w. Definiere

f({z,y),2)) = F((z, (y, 2)))
Offensichtlich ist f € A ein System von Erweiterungsfunktionen. Sei A € C,
folglich gibt es ein k > 0, so dafl A € Cy, und Cy, ist A-mager via f. Folglich

gibt es ein j derart, daB A fi; = fix ) nicht erfiillt. Somit ist C A-mager
via f . O
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Mehlhorn und Lutz zeigen auflerdem, daf} fir A = REC, P das Konzept
der A-Kategorie fundiert ist. Dies soll hier exemplarisch fir REC demon-
striert werden.

Satz 5.3 (Mehlhorn) REC ist nicht REC-mager.

Beweis. Sei C C 2¥ eine REC-magere Klasse, also mager via eines Systems
f € REC. Es soll gezeigt werden, dafl REC ¢ C. Zu diesem Zweck geniigt
es, eine rekursive Menge A ¢ C anzugeben. Dazu ist sicherzustellen, dafi A
jede Funktion fj erfiillt. Die Konstruktion von A erfolgt nach dem Muster
des Beweises zu Satz 4.8. Diesmal sei [(—1) = 0. Ist s > 0 und A[l(s — 1),
So sezte

ATU(s) = fo(ATI(s — 1)) (5.1)
Offensichtlich ist A rekursiv und erfiillt jedes fx. O

Fiir den Fall A = P kann derselbe Beweis benutzt werden, jedoch ergibt sich
durch diese Konstruktion bei polynomiellen Erweiterungsfunktionen f;, eine
Menge A in E = {f € ALL : 3k (f € DTIME(2*"))}. Dies liegt daran,
dafl ein String = sowohl als Zahl als auch als Anfangsstiick einer Menge
in 2¢ aufgefafit werden kann. Bedeutsam ist dies fiir die Beschreibung von
Léngen von Anfangsstiicken A [x:

27l 1 < A x| < 2 (5.2)

Somit beschreibt P-Kategorie ein Kategorienkonzept fiir Exponentialzeit.
(Néheres findet sich wiederum in [Lut90].)

5.2 Die Kategorienkozepte von Fenner

Fenner [Fen91] beobachtete, da8 das Konzept der P-Kategorie zahlreiche
Schwichen aufweist. Diese rithren daher, dafl die polynomielle Zeitbeschrinkt-
heit der Erweiterungsfunktionen eine Lingenbeschrinktheit der Erweite-
rung nach sich zieht. Es ist naheliegend, diese Lingenbeschridnkung abzu-
schwichen, indem man den Begriff der Erweiterungsfunktion modifiziert.
Wichtig ist lediglich, dafl die modifizierten Funktionen sich auf natiirliche
Weise einer Erweiterungsfunktion zuordnen lassen, so daf sich die Konzep-
te der Baire-Kategorie weiterhin geméfl Proposition 4.7 beschreiben lassen.
Ein Beispiel hierzu ist eine Variante des in [Fen91] beschriebenen Ansatzes.

Definition 5.4 FEine F-Erweiterungsfunktion ist eine Funktion

froo2%9 — (0,1} x (25%)<
r o flz) = (iz0,...,2n)

mit der Eigenschaft, daf$ |z| < zog < -+ < xp.

29



(Man beachte, daf die Strings x, ..., z, hier als Binirdarstellung natiirli-
cher Zahlen aufgefafit werden.) F-Erweiterungsfunktionen geben nicht die
ganze Erweiterung eines Strings explizit an, sondern nur entweder die Stel-
len der Einsen oder die Stellen der Nullen. Einer F-Erweiterungsfunktion f
kann wie folgt eine Erweiterungsfunktion " zugeordnet werden: Sei f(x) =
(4,20, ..., xn). Ist S = {xo,..., 2}, so setze

z(y) fallsy < |z
A x)(y) =i falls y € S
1—i fallsy>|z|&y &S

Ein System vom F-Erweiterungsfunktionen (F-System) ist eine Funktion f
mit der Eigenschaft, daf}, fiir £ > 0, f; eine F-Erweiterungsfunktion be-
schreibt. Die Begriffe der beschrénkten Baire-Kategorie definieren sich nun
in kanonischer Art und Weise (siehe Definition 5.1).

Definition 5.5 (Fenner) Sei A eine Funktionenklasse. Eine Klasse C C
2% heifst

(a) AF-nirgends dicht, falls es eine Funktion f € A gibt, so dafi C nir-
gends dicht via f¥ ist.

(b) AF-mager, falls ein System f € A von F-Erweiterungsfunktionen
existiert, so daf$ zu jedem A € C ein k ezistiert derart, dafi A fk,F
nicht erfillt.

(c) A -comager, falls CC AF _mager ist.

Analog zu Satz 5.2 1dBt sich zeigen, dafl dieses Kategorienkonzept fiir A =
ALL,REC, P fundiert ist, also die Idealeigenschaft erhlt.

Eine Modifikation des Erweiterungsfunktionsbegriffs kann nicht nur da-
hingehend erfolgen, dafl die Léngenbeschrinkheit der Erweiterungen in Folge
von Resourcenschranken abgeschwécht wird, sondern auch in der entgegen-
gesetzten Richtung, also die Langenbeschrinktheit noch zu verstédrken. Im
Extremfall, wie im Fall der Cut-and-Choose-Spiele geschehen, besteht die
Erweiterung nur noch aus einem Bit.

Definition 5.6 Fine i- Erweiterungsfunktion ist eine Funktion

i:2%Y —{0,1}

Die einer i-Erweiterungsfunktion ¢ zugeordnete Erweiterungsfunktion ist
natiirlich f%(z) = 2"i(z). Das zugehérige Kategorienkonzept (im Sinne der
Definitionen 5.1 und 5.5) wird als A’-Kategorie bezeichnet.
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Ambos-Spies [AS96] und Fenner [Fen95] zeigten unabhéngig voneinan-
der eine Moglichkeit auf, wie die Langenbeschrankung der Erweiterungs-
funktionen génzlich aufgehoben werden kann. Wihrend Ambos-Spies seinen
Ansatz iiber Bedingungsmengen verfolgte, modifizierte Fenner erneut den
Begriff der Erweiterungsfunktion. Hintergrund bildete die Uberlegung, dafl
Strategien zwar oft sehr lange Erweiterungen beschreiben (z.B. “erweitere
einen String x um Ackermann(|z|)-viele Nullen”) und somit nicht polyno-
miell berechenbar sind, auch wenn man verschiedene Modifikationen des
Erweiterungsfunktionsbegriffs zulidft (siche [Fen91]). Dennoch sind solche
Strategien schnell und einfach lokal zu berechnen, da sich das n-te Bit (0,
1 oder undefiniert) einer Erweiterung innerhalb polynomialer Zeit angeben
1a8t. In diesem Sinne ist folgende Definition zu verstehen. (L sei eine natiirli-
che Zahl verschieden von 0 und 1, zwei, um genau zu sein.)

Definition 5.7 (Fenner) Sei h eine endliche Erweiterungsfunktion und
f 2<% — 2<% eine totale Funktion. Die Funktion f berechnet h lokal,
wenn fiir alle v € 2<% und n € w gilt, daf

(. 0m) = {y(n) falls n < |y|

1 sonst

wobet y c h(x). Ist hingegen f gegeben, so bezeichnet fLC die Erweiterungs-
funktion h. (Man beachte, daf hier wiederum String als Bindrdarstellungen
natirlicher Zahlen aufgefaf$t werden.)

Ein LC-System ist eine Funktion f : 2<% — w derart, daB fiir & > 0 fx
eine Erweiterungsfunktion lokal berechnet. Das Kategorienkonzept, das sich
durch Verwendung von lokal berechenbaren Funktionen ergibt, heifit AFC-
Kategorie. In [Fen95] zeigt Fenner, daf dieses Kategorienkonzept ebenfalls
fiir alle unter polynomieller Truth-Table-Reduzierbarkeit abgeschlossenen
Funktionenklassen fundiert ist.

5.3 Resourcenbeschrinkte Banach-Mazur-Spiele

Um resourcenbeschrinkte Kategorie durch Banach-Mazur-Spiele zu charak-
terisieren, muf} das klassische Spielmodell abgeéindert werden. Wahrend die
Rolle von Spieler I unveréndert bleibt, mufl Spieler II seine Ziige nun re-
sourcenbeschriankt bestimmen, d.h. er darf nur resourcenbeschrinkte Stra-
tegien wihlen. Wird beim vorgegebenen Kategorienkozept eine Variante der
(klassischen) Erweiterungsfunktion verwendet, so mufl Spieler II eine solche,
modifizierte Funktion verwenden. (Im folgenden sei das Kategorienkonzept
von Mehlhorn und Lutz, das auf einfachen Erweiterungsfunktionen beruht,
auch als Al-Kategorie bezeichnet.)
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Lisagor [Lis81] fiihrte effektive Banach-Mazur-Spiele auf dem Baireraum
w® ein und beschrieb damit unabhéngig von Mehlhorn ein effektives Katego-
rienkonzept. Lutz [Lut90] und Fenner [Fen91], [Fen95] gaben spieltheoreti-
sche Charakterisierungen ihrer resourcenbeschrinkten Kategorienkonzpete.

Definition 5.8 Sei A eine Funktionenklasse und d eine der oben beschrie-
benen Erweiterungsfunktionsvarianten id, F,i, LC. BM(C, A%) bezeichnet
das beschrdnkte Banach-Mazur-Spiel fir 2° mit Gewinnklasse C und
Resourcenschranke A. In einer Partie eines resourcenbeschrinkten Spiels
wahlt Spieler I eine echte Erweiterungsfunktion g, Spieler Il jedoch eine d-
Funktion h aus A. (Enthdlt A keine solche Funktion, so ist das Spiel nicht
definiert3.) Das Resultat R = R(g, h) ist dann gemdp (4.10) bestimmt durch
die Anfangsstiicke
Rlrm = (b0 g)™(\)

Satz 5.9 (Lisagor, Lutz, Fenner) Sei C eine Teilklasse des Cantorraums,
A eine Klassen ALL, REC, P, d wie in Definition 5.8. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt eine Gewinnstrategie fiir BM(C, A%).

(ii) C ist A%-mager.

Beweis. Dafl die Magerheit der Klasse C aus der Existenz einer Gewinn-
strategie fiir Spieler II folgt, ergibt sich wie im Beweis zu Satz 4.11. Es sind
nur zwei Dinge zu beachten. Erstens mufl das in diesem Teil des Bewei-
ses definierte System ein d-System sein. Auflerdem soll dieses d-System in
der vorgegebenen Klasse A liegen. Beides ld8t sich aber unmittelbar (4.11)
entnehmen.

Die entgegengesetzte Richtung 148t sich ebenfalls iibertragen. Die De-
finition einer Gewinnstrategie anhand eines d-Systems f, welches die A%-
Magerheit von C bezeugt, gestaltet sich folgendermafien: Gegeben sei x €
2<% (im Fall von d = LC auBerdem noch 0/). f;, verlangt Aufmerksamkeit
fir z, falls

k<lz| und (Vy Ca)[fi(y) Z 2] (5.3)

(fx wurde bisher noch nicht simuliert.) Bestimme den kleinsten Index &, so
dafl fi fiir x Aufmerksamkeit verlangt und definiere

o h(z) = fr(x), falls d = id, F, .
o h(z,0/) = fp(z,0/), falls d = LC.

3Diese Konvention wird in den restlichen Abschnitten beibehalten und nicht mehr
explizit erwahnt.
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(In diesem Fall erhdlt fi, Aufmerksamkeit.) Falls kein solches k existiert,
setze

e h(x) =20, falls d = id.

(
h(z) = (0,x), falls d = F.
h(z) =0, falls d = 1.

h(z,07) = z(j) fiir j < |z|, h(x,07) = 0 fiir j = |z| und h(z,0/) =L
sonst, falls d = LC.

Der Nachweis, dafl h € A ist noch hinzuzufiigen. Ist f rekursiv, so trifft dies
offensichtlich auch fiir h zu. Sei also nun f € P. Um fiir ein gegebenes x fest-
zustellen, welches fj, fiir z Aufmerksamkeit verlangt, miissen die Funktionen
fo, -+ flz) jeweils |z|-mal berechnet werden, fiir Eingaben der Linge < |z|.
Somit sind fiir die Bestimmung des kleinsten Index, fiir den die zugehori-
ge Funktion Aufmerksamkeit verlangt, insgesamt hochstens n’n* (k € w)
Operationen notig, wenn n = |z|. Somit ist auch h in Polynomialzeit bere-
chenbar. a

Korollar 5.10 ALL’-magere Klassen sind abzihlbar.

5.4 Die Kategorienkonzepte von Ambos-Spies

Die bisher beschriebenen Kategorienkonzepte basieren sdmtlich auf totalen
Erweiterungsfunktionen. Ambos-Spies [AS96] fithrte verschiedene Konzepte
ein, fiir die dies nicht mehr der Fall ist, also auch partielle Funktionen zuge-
lassen sind. Dadurch gelingt es unter anderem, eine grofiere Anzahl endlicher
Erweiterungskonstruktionen zu modellieren. Einzelheiten hierzu finden sich
in [AS96], unter Bezugnahme auf die Ergebnisse von Mayordomo [May94a].

Definition 5.11 FEine partielle Erweiterungsfunktion heifit dicht entlang
einer Menge A € 2, falls fiir unendlich viele x gilt, daff f(A]x) |.

Definition 5.12 (Ambos-Spies) Sei f eine partielle Erweiterungsfunkti-
on. Fine Klasse C heifst

(a) erweitert nirgends dicht via f, falls f dicht entlang jeder Menge
A € C ist und f von keinem A € C erfiillt wird.

(b) erweitert mager via f, falls es ein System f von partiellen Erwei-
terungsfunktionen gibt, so daf$ fiir jedes A € C ein Index k existiert
mit der Figenschaft, daf fi, dicht entlang A ist und von A nicht erfillt
wird.
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Proposition 5.13 Jede erweitert nirgends dichte Klasse ist nirgends dicht.
(Folglich ist jede erweitert magere Klasse mager.)

Beweis. Zu jeder partiellen Erweiterungsfunktion f 148t sich in einfacher
Weise eine totale Erweiterungsfunktion f konstruieren, so daf} eine erweitert
nirgends dichte Klasse C nirgends dicht via f ist. Hierzu setze man f (z) =
f(y) fir das kleinste y J z, so dal f(y) |, falls solch ein String y existiert
und f(x) = 2”0 sonst. O

Definition 5.14 (Ambos-Spies) Sei A eine Funktionenklasse. Fine Klas-
se C heifit

(a) erweitert-A-nirgends dicht, falls es eine Funktion f € A gibt, so
dafs C erweitert nirgends dicht via f ist.

(b) erweitert-A-mager, falls C erweitert mager via f ist, fir ein f € A.

¢) erweitert-A-comager, falls CC erweitert-A-mager ist.
ger, g

In [AS96] zeigt Ambos-Spies, dafl dieses Kategorienkonzept fiir P fun-
diert ist. Fiir A = REC finden sich entsprechende Beweise in [ASR97].
Hierbei ist zu beachten, dafl die Funktionen, die erweiterte REC-Kategorie
beschreiben, einen rekursiven Definitionsbereich haben.

Aus Proposition 5.13 folgt, dal im Fall A = ALL erweiterte Katego-
rie keine zusétzlichen mageren Objekte einfiihrt. Es 148t sich jedoch zeigen,
dafl im Falle subrekursiver Funktionsklassen erhebliche Unterschiede zwi-
schen den oben dargestellten Konzepten von Mehlhorn, Lutz und Fenner,

die sdmtlich auf totalen Erweiterungsfunktionen basieren, und erweiterter
Kategorie bestehen (siehe [AS96]).

Fiir die oben beschriebenen Erweiterungsfunktionsvarianten lassen sich
die entsprechenden Kategorienkonzepte analog zu Abschnitt 5.2 definie-
ren. A-Kategorie wurde erstmals von Ambos-Spies, Fleischhack und Hu-
wig [ASFHS88] untersucht, wenn auch mehr unter dem Gesichtspunkt von
Generizitdt und Diagonalisierungen.

Das in [AS96] als allgemeine Kategorie eingefithrte Kategorienkonzept
entspricht (in etwas abgeéinderter Form) der hier als erweiterte A -Kategorie
bezeichneten Variante. Das stiarkste Kategorienkonzept jedoch ist die erwei-
terte ALC-Kategorie, von Ambos-Spies als erweiterte Kategorie bezeichnet,
und in [AS96] anhand partieller Bedingungsmengen beschrieben. Durch ent-
sprechende Definitionen konnen jedoch auch partielle, lokal berechenbare
Funktionen benutzt werden.
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Definition 5.15 Fine partielle Funktion f : 2<% — 2<% berechnet eine
partielle Erweiterungsfunktion h lokal, falls gilt

h(z) | = (Vn)[f({z,0") |] & h(z) = f*°(x)
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6 Erweiterte Banach-Mazur-Spiele

Ambos-Spies’ Kategorienkonzepte verlangt von den Erweiterungsfunktio-
nen, die die Magerheit einer Menge bezeugen, nicht mehr, dafl sie an jeder
Stelle eine Erweiterung spezifizieren, sprich, dafl sie total sind. Es geniigt,
wenn die Definitionsbereiche dieser partiellen Funktionen dicht entlang be-
stimmter Pfade in 2“ sind.

Fiir die Beschreibung dieses Kategorienkonzepts durch Banach-Mazur-
Spiele ergeben sich daher gewisse Schwierigkeiten.

In den Beweisen zu Satz 4.11 wird zu einer gegebenen mageren Menge
eine Gewinnstrategie konstruiert, indem die ,Zeugenfunktionen® in einer
langsamen Konstruktion nach und nach simuliert werden. Zu diesem Zweck
ist es wichtig, daf} eine Erweiterungsfunktion, die Aufmerksamkeit verlangt
und die entsprechende Prioritét besitzt, sofort beachtet werden kann (d.h.
sie erhalt Aufmerksamkeit), da ihr Definitionsbereich total ist.

Bei Allgemeiner und Erweiterter Kategorie ist dies nicht mehr der Fall.
So kann der Fall eintreten, dafl eine partielle Erweiterungsfunktion f; von
einer Eingabe x nicht erfiillt wird, (d.h. sie wiirde fiir  Aufmerksamkeit
verlangen), fi an der Stelle x jedoch nicht definiert ist. f; kann also zu die-
sem Zeitpunkt keine Aufmerksamkeit erhalten. Nun kénnte Spieler I seine
Erweiterungen stets auf solche Stellen legen (falls unendlich viele solcher exi-
stieren), und es bestiinde die Gefahr, daf eine Funktion “iiberspielt” wiirde,
in dem Sinne, daf} sie zwar unendlich oft entlang der Resultatsmenge defi-
niert ist, von dieser aber nicht erfiillt wird. Dies ist genau die Situation, die
- aus Sicht von Spieler II - nicht eintreten darf.

Als Losung wird hier eine Erweiterung des klassischen Banach-Mazur-
Spiels présentiert. Neu ist hierbei die Moglichkeit fiir Spieler II, Ziige von
Spieler I (wie auch seine eigenen, im Falle der erweiterten Af- Kategorie)
zu kiirzen, oder anschaulicher: “zuriickschneiden” zu diirfen.

Um Spieler IT auf diesem Wege nicht eine totale Kontrolle iiber das Spiel-
geschehen zu ermdglichen, unterliegen diese Zugkiirzungen gewissen Bedin-
gungen. So verfiigt Spieler II iiber ein “Kiirzungskapital”. Wann immer er
beschliefit, eine Zugkiirzung vorzunehmen, muf} er dafiir eine Miinze zahlen.
Akzeptiert er hingegen einen Zug in voller Lange, erhélt er eine Miinze hin-
zu. Die Entscheidung dariiber, ob, und falls ja, bis zu welcher Stelle Spieler
IT einen Zug zuriickschneidet, regelt ein sogenannter Schnittmechanismus.
Hierbei versieht Spieler II jede mogliche Schnittstelle mit Gewichten in Form
von natiirlichen Zahlen. Daraufhin wéhlt er eine Stelle mit kleinstmoglichem
Gewicht und schliefit dort seine Erweiterung an. Die Intuition hinter dieser
Regel ist, dal Spieler IT nur dann zugunsten weniger wichtiger, sprich teu-
rerer Anfangsstiicke Ziige kiirzen wird, wenn er sich dies finanziell leisten
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kann.

6.1 Erweiterte Banach-Mazur-Spiele und Erweiterte Kate-
gorie

Da das erweiterte Spielkonzept nur im Falle (resourcen-)beschrénkter Ka-
tegorienkonzepte Anwendung findet - im klassischen Fall besteht, wie oben
bemerkt, kein Unterschied, ob man nur totale Erweiterungsfunktionen ver-
wendet oder auch partielle zulafit - wird dieses nur fiir das Spielen mit Stra-
tegien beschrieben.

Definition 6.1 Fir eine Klasse C C 2%, eine Funktionenklasse A und
einen Erweiterungsfunktionstyp d aus {id, F, i, LC'} bezeichnet EBM(C, A%)
das erweiterte Banach-Mazur-Spiel fir 2¥ mit Gewinnklasse C und
Resourcenschranke A. FEine Strategie fiir Spieler I ist eine echte Erwei-
terungsfunktion g. Fine Strategie fiir Spieler II besteht aus einem Paar
h = (h®, ") € A, wobei h® eine (echte) d-Erweiterungsfunktion (h®® ist
die entsprechende klassische Erweiterungsfunktion) und h* : 2<% — w eine
(Gewichtsfunktion) ist.

Das Resultat R = R(g,h) einer Partie des Spiels EBM(C,A) ist die in-
duktiv durch ihre Anfangsstiicke R |1, definierte Menge R € 2. (R |r, gibt
den Spielstand, c(n) den Kontostand von Spieler II nach Durchfiihrung der
n-ten Spielrunde an.)

1. Initialisierung
Rlro = h%(g(\) und c(0)=1
(Die Ziige der Erdffnungsrunde konnen nicht gekiirzt werden.)
2. Firn>0 sei L={|R[rn|,...,|g(Rrn)|},
Rirnsr =h(g(R1m) 1)
wobei | die grofite Zahl in L ist, fir die gilt:

o (V' eL)h(g(RIra) 1) < h“(g(R[rn))IT)]
o W (g(Rrn)ll) < c(n)

Existiert kein solches 1, so setze | = |g(R|ry))|.
Desweiteren

c(n)—1 fallsl <|g(R|ry)]
c(n)+1 sonst

c(n—}—l)z{
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Spieler II gewinnt die Partie, falls R(g,h) ¢ C. h ist eine Gewinnstra-
tegie, wenn Spieler II mit ihr jede Partie in EBM(C,A) gewinnt, egal,
welche Strategie Spieler I auch benutzt.

Satz 6.2 Sei C C 2* und A € {ALL,REC,P}. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt eine Gewinnstrategie fiir EBM(C, A).

(ii) C ist erweitert-A-mager.

Beweis.  (i)=(ii). Sei h = (h¢,h") eine Gewinnstrategie fiir Spieler II
fir EBM(C,A). Es soll ein System f € A angegeben werden, das die
erweiterte-A-Magerheit von C bezeugt. Dieses System bestehe aus den fol-
genden Komponenten, wobei k,1 € w:

() = {he(x) falls |z| > [ und A" (z) = k 6.1)
T sonst

o) = {he(m) falls x| > 1 (6.2)
T sonst

Es ist anzumerken, daf jede Funktion f dicht entlang jeder Menge A ist.
Angenommen, es existiert ein A € C, das alle flk , die dicht entlang A sind,
sowie alle f° erfiillt. Es soll gezeigt werden, dafl dann eine Strategie g fiir
Spieler I definiert werden kann, die einen Spielausgang R(g, h) = A ergibe,
im Widerspruch zu Spieler II's Gewinnstrategie.

Man unterscheide zwei Félle:

Fall 1: (3k) (3 n) (h“(Aln) = k).

Sei ko der kleinste solche Index. Wihle [y derart, dafl h*’(A [ n) > ko fiir
n > ly. flk°’5 ist dicht entlang A fiir alle [ > 0. Somit wird nach Voraussetzung
jede dieser Funktionen von A erfiillt. Zu jedem x C A lat sich also ein
minimales n = n(z) wihlen, so daf

0 ety (A Tn(@) © A (6.3)

Hierbei gilt x — A n(z), h*(Aln(x)) = ko und h°(A n(x)) = fr’fl(;x(|m|,l0)(Ar
n(x)). Man definiere nun g wie folgt: Fiir z T A sei g(z) = A [n(z); andern-
falls sei g(x) = 2°0.

Um zu beweisen, daf§ R(g,h) = A, zeigt man per Induktion nach m, da8,
mit R = R(g,h), R|r, C A fiir alle m > 0.

Fiir den Eroffnungzug gilt

Rlrg = h(g(\) = h*(An(\) = ffo(Aln(\) C A (6.4)



mit rg > lp. Sei nun x = R [ r,, T A. Dann gilt g(R [ ) = A [ n(x),
hY(ATn(z)) = ko. Da ry, > ro > lo, folgt h*(y) > ko fiir alle Strings y mit
Rirm CyC g(R[ry). Also kann Spieler IT diesen Zug nicht kiirzen, und
es gilt

Rirmsr = b (g(RI7n)) = foo 1aioy (ATn(2)) T A (6.5)

Fall 2: sonst.

In diesem Fall existiert eine monotone Funktion [ : w — w derart, daf
fiir jedes k € w (k) > k und h"(A | n) > k fiir alle n > [(k). Da die
Funktionen fl°°’6 dicht entlang jeder Menge sind, kann man zu jedem = C A
ein n(z) > |z| wéhlen, so daf§

Jiep(Aln(z)) C A (6.6)
Definiere g durch g(z) = A | n(x), falls z C A, und g(z) = 2° sonst.
Wiederum zeigt man per Induktion nach m, daf fir R = R(g,h) R|r,, C A.
Fiir m = 0 folgt dies wie in Fall 1. Sei also x = R [r, C A gegeben mit
Tm > 1(m). Wiederum ist g(x) = A n(x). Wegen r,, > I(m) gilt

hY(y) >m (6.7)

fiir alle y mit  C y C A [n(z). Da jedoch ¢(m) < m, kann Spieler II diesen
Zug nicht kiirzen. Weiter gilt || > 7, > m + 1, und somit 7,41 > n(z) >
[(|z]) > I(m + 1) nach Definition von n(z).

(i) = (1). Sei C A-mager via f. Es soll eine Gewinnstrategie h = (h¢, h")
fiir Spieler II fiir das Spiel EBM(C,A) gegeben werden. Zu jeder Menge
A € C gibt es einen Index k derart, dafl fi dicht entlang A ist, und A f
nicht erfiillt. Somit muf} sichergestellt werden, daf, falls f; dicht entlang
einem Resultat R = R(g,h) einer Partie ist, es ein n € w gibt, fir das
fe(R I n) C R gilt. Dies wird dadurch erreicht, dal, wenn f(R | n) fiir
unendlich viele n definiert ist, dieses fi irgendwann im Laufe der Partie
simuliert wird. Dabei wird Funktionen mit kleineren Indices héhere Prioritéit
eingerdumt, d.h. solche Funktionen werden im Konfliktfall zuerst simuliert.

Auf diese Weise erfiillt das Resultat R jeder Partie simtliche Funktionen
fx, die dicht entlang R sind, erfiillt. Somit kann R nicht in C liegen.

Es geniigt bei der Konstruktion von A jedoch nicht, nach dem Muster des
Beweises zu Satz 4.11 vorzugehen und , unter Beriicksichtigung der Tatsache,
daf nun partielle Funktionen zugelassen sind, h"(z) = k und h¢(z) = fr(z)
zu setzen fiir den kleinsten Index k, so dafi fx(x) | und fi(z) bisher noch
nicht simuliert wurde (d.h. fx(y) £ z fiir alle y C = mit fx(y) |). Hierbei
bestiinde die Gefahr, dafl eine Funktion fj, mit k' < k, die zwar nicht bei
x aber fir ein y mit x © y C fr(x) definiert ist, dicht entlang R sein
konnte, aber nie im Verlauf der Partie simuliert wiirde. Folglich muf} bei der
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Definition von h die Erweiterung solange kontrolliert und gegebenenfalls
abgedndert werden, bis keine Gefahr des “Uberspielens” mehr droht.

Definition von h: Sei ein String x gegeben. Definiere induktiv Funktionen
hi(x) und hf(x) fir k = || + 1,|z|,...,0 und setze h*(xz) = hy'(z) sowie
he(xz) = h§ (x). Fir k = |z[+1 sei b}’ (x) = k und h{(z) = 20. Sind k < |z],
hi (%) und h{ ,(x) gegeben, so verlangt k Aufmerksamkeit fir x, falls

Yy C 2)[fu(y) |= frly) £ 2] (6.8)
(F2)[z C 2 C hiyy(2) & fi(2) 1] (6.9)

(k verlangt also im Gegesatz zum Beweis von Satz 4.11 nicht nur dann Auf-
merksamkeit fiir x, wenn f;, an dieser Stelle definiert ist, sondern auch dann,
wenn eine Stelle, an der fj definiert ist, durch eine Folge von zuléssigen Si-
mulationen, d.h. von Funktionen fj mit ¥* < |z|, erreicht werden kann.)
Verlangt k£ Aufmerksambkeit fiir =, so wéhle das kleinste z, das (6.9) erfiillt
und setze hy/(z) = k und h{(r) = fi(z). Andernfalls sei hi/(z) = h}} ()
und hf(z) = hf(x). (Durch diese induktive Definition ist / eindeutig fest-
gelegt.)

Folgendes bleibt zu zeigen: Erstens, h erfiillt die Resourcenschranke A
und zweitens, h definiert tatsidchlich eine Gewinnstrategie.

Die erste Teil folgt fiir A = REC sofort, fiir A = P ist dies hingegen
nicht offensichtlich. Sei also f ein System von partiellen Erweiterungsfunk-
tionen in P. Zur Bestimmung, ob fiir ein k£ f; Aufmerksamkeit fiir x ver-
langt, mufl geméB (6.8) f |z|-mal berechnet werden. Zudem miissen die
Anfangsstiicke zwischen = und hf_ , (z) “durchgescannt” werden, ob f dort
definiert ist. hj_ ,(z) ist gegeben durch héchstens |z| + 1 — k-malige, ver-
kettete Anwendung einer polynomiell berechenbaren Funktion auf x. Somit
ist die Lénge von hf_,(z) ebenfalls polynomiell beschréinkt. Da héchstens
|z| + 1 Funktionen Af, und h}’ auf diese Weise definiert werden miissen, und
h = hg gilt, ist h polynomiell berechenbar.

Fiir den zweiten Teil sei g eine beliebige Strategie fiir Spieler 1. Es ist zu
zeigen, dal R = R(g,h) ¢ C, also daf} jede Funktion f, die dicht entlang R
ist, von R erfiillt wird.

k verlangt Aufmerksamkeit in Runde m + 1, wenn es einen String x gibt
mit der Eigenschaft, dafl R |7, C x C g(R[r,,) und k fiir  Aufmerksamkeit
verlangt. k erhdilt Aufmerksamkeit in Runde m+ 1, falls es ein z € 2<% gibt,
fiir das k& Aufmerksamkeit in Runde m + 1 verlangt, und fiir das gilt:

Rlrm+1 = fr(z) = h(z) (6.10)

fiir ein z € 2<v.
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Behauptung 1. Erhélt k& Aufmerksamkeit in Runde m, so erfiillt R fi, und
k verlangt nach Runde m nicht wieder Aufmerksamkeit.

Beweis. Offensichtlich.

Behauptung 2. Jedes k verlangt nur in endlich vielen Runden Aufmerksam-
keit.

Beweis. Angenommen, es existierte ein minimaler Index k, der unendlich
oft Aufmerksamkeit verlangt. Nach Behauptung 1 erhielte k£ niemals Auf-
merksamkeit. Sei mg die kleinste Zahl derart, dal kein k' < k nach Runde
mo noch Aufmerksamkeit verlangt. Wéhle my > mg+ k+ 1 minimal mit der
Eigenschaft, dafl k£ in Runde m; Aufmerksamkeit verlangt. Man beachte,
daf}, wenn der Zug von Spieler I in einer Runde m bis zu einem String x mit
h*(xz) = K, k" in dieser Runde Aufmerksamkeit erhélt. Wird in einer Runde
m > my fiir einen Index &’ > k gekiirzt, dieser also Aufmerksamkeit erhlt,
somuB ¢(m) =c¢(m—1)—1> k' —1 > k gelten, d.h. in diesem Fall betrégt
das Kapital von Spieler II nach der Kiirzung immer noch mindestens k + 1.
Wird nicht gekiirzt, folgt ¢(m) = ¢(m —1)+1. Da m; > mg+k+1, hat das
Kapital nach Beendigung von Runde m; — 1 mindestens den Stand &k + 1
erreicht; folglich erhélt k& Aufmerksamkeit in Runde my, im Widerspruch zu
Behauptung 1.

Behauptung 3. Ist fi dicht entlang R, so erfillt R f.

Beweis. Angenommen, f; wire dicht entlang R und R erfiillte fi nicht.
Gemifl Behauptung 2 kann man ein mg > k wihlen, so dafl kein ¥’ < k nach
Runde mg noch Aufmerksamkeit verlangt. Aufgrund der Tatsache, daf f
dicht entlang R ist, gibt es ein m > mg derart, dal fx(z) | fiir ein z mit
Rirm E 2 C R[Tm+1- Da R fi nicht erfiillt, verlangt & Aufmerksamkeit fiir
z; auflerdem mufl h*(z) < k gelten. Andererseits existiert nach Wahl von
mo und nach Definition der Strategie h ein Index k' > k und ein String z
mit R[r, Cx C g(R[ry), so da

RY(x) = hi{, = hj) =K (6.11)

und
Rt = h(x) = b (2) = by () (6.12)

Da Spieler I den Zug von Spieler I bis zu dem String mit kleinstmoglichem
Gewicht kiirzt, folgt

Rirm CaxCg(Rlrm) C2C h(x) = Rl rmy1 (6.13)
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Da h®(z) = h{,, (), folgt nach Definition von h, da} k fiir z Aufmerksamkeit
verlangt, und somit h*(x) < h}’(x) = k folgt, im Widerspruch zu h*(z) =
K.

Dies beendet den Beweis zu Satz 6.2. O

6.2 Spiele mit Selbstkontrolle

F-Erweiterungsfunktionen schwéchen die Ladngenbeschrankung einfacher Er-
weiterungsfunktionen ab. Der Nachteil, der dadurch bei der Charakterisie-
rung der erweiterten-Af-Kategorie durch erweiterte Banach-Mazur-Spiele
entsteht, liegt darin, daf8 die Erweiterung f¥'(x) einer F-Erweiterungsfunk-
tion zu lang ist, als dafl sie in polynomieller Zeit (in Bezug auf z) “durch-
gescannt” werden konnte, wie dies im Beweis zu Satz 6.2 zur Konstruktion
einer Gewinnstrategie h notwendig ist.

Fiir die angestrebte spieltheoretische Beschreibung bedeutet dies, dafl
Spieler II in der Lage sein muf}, auch seine eigenen Ziige gegebenenfalls
zu kiirzen. Im folgenden wird das Spielmodell eines erweiterten Banach-
Mazur-Spiels mit Selbstkontrolle vorgestellt. Gegeniiber dem (einfachen) er-
weiterten Banach-Mazur-Spiel ist hier die Zugreihenfolge umgekehrt. Spie-
ler T macht zwar den Ertéffnungszug, jede nachfolgende Runde beginnt aber
damit, dafl Spieler II eine Erweiterung angibt, an die Spieler I seinerseits
mit seiner Erweiterung ankniipft. Danach entscheidet Spieler II anhand ei-
nes modfizierten Schnittmechanismus, an welcher Stelle die Partie in der
néchsten Runde fortgesetzt werden soll, wobei diese Stelle auch seine eigene
Erweiterung kiirzen darf.

Bei diesem Spielmodell ist ein zusétzliches Kontrollelement vonnéten,
nédmlich daB, falls Spieler II eine Erweiterung kiirzt, das Gewicht des An-
fangsstiickes, bis zu dem zuriickgeschitten wird, echt kleiner sein muf} als
das Gewicht des Anfangsstiickes, bei dem die Partie zu Beginn der Runde
fortgesetzt wurde.

Definition 6.3 Fir dieselben Voraussetzungen wie in Definition 6.1 be-

zeichnet EBM®(C, A?%) das erweiterte Banach-Mazur-Spiel mit Selbst-
kontrolle fiir 2° mit Gewinnklasse C und Resourcenschranke A. Wie im

Fall des erweiterten Banach-Mazur-Spiels ist eine Strategie fiir Spieler I

eine echte Erweiterungsfunktion g, eine Strategie fiir Spieler II besteht aus

einem Paar h = (h®, h") € A, wobei h® eine (echte) d-Erweiterungsfunktion

und b : 2<% — w eine Gewichtsfunktion ist.

Das Resultat R = R(g,h) definiert sich etwas anders als in Definition 6.1:
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1. Initialisierung

Rirg=g(A) und ¢(0)=1
(Spieler I macht den Erdffnungszug, der nicht gekiirzt werden kann.)
2. Firn>0sei L={|RIra|+1,...,|gh%F (RIr))[},
Rirni1 = g(h®Y(Rlry))
wobei | die grofite Zahl in L ist, fiir die gilt:

o (V'€ L)[h*(g(h®" (RIrn)) 1) < h*(g(h*U(RTrn)) )]
o h(g(h® (R]mp)) 1) < BY(R|ry)
o hY(g(h®Y(R|rn)) 1) < c(n)

Existiert kein solches 1, so setze | = |h%(g(R[ry))].
Desweiteren

c(n) =1 falls 1 < |h®%(g(R|ry))|
c(n)+1 sonst

c(n—i—l):{

Spieler II gewinnt die Partie, falls R(g,h) ¢ C. h ist eine Gewinnstra-
tegie, wenn Spieler II mit ihr jede Partie in EBMS(C, A) gewinnt, egal,
welche Strategie Spieler I auch benutzt.

Satz 6.4 Sei C C 2¥, A eine Funktionenklasse. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) Spieler II besitzt eine Gewinnstrategie fiir EBM?S(C, A).

(i) C ist A-mager.

Beweis. (i)=(ii). Sei h = (h¢,h") eine Gewinnstrategie fiir Spieler II fiir
EBM?®(C,AT). Es soll ein F-System f € A angegeben werden, das die
AF-Magerheit von C bezeugt. Dieses System bestehe aus den folgenden
Komponenten, wobei &, € w:

FH(a) = {h@(x) falls 2| > [ und h*(z) = k (6.14)
T sonst

fl%(x)—{he(x) falls || > I 6.15)
1 sonst

Es ist anzumerken, dafl jede Funktion floo’F dicht entlang jeder Menge A ist.
Angenommen, es existiert ein A € C, das alle flk’F, die dicht entlang A sind,
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sowie alle floo’F erfiillt. Es soll gezeigt werden, dafl dann eine Strategie g fiir
Spieler I definiert werden kann, die einen Spielausgang R(g,h) = A ergibt,
im Widerspruch zu Spieler II’s Gewinnstrategie.
Man unterscheide zwei Fille:
Fall 1: (3k) (3 n) (h*(A|n) = k).
Sei kg der kleinste solche Index. Wihle [y derart, dal A" (A [n) > ko fur n >
lo. flkO’F ist dicht entlang A fiir alle [ > 0. Somit wird nach Voraussetzung
jede dieser Funktionen von A erfiillt. Zu jedem z C A l&8t sich also ein
minimales n = n(x) wihlen, so da8

frl (Aln(z) C A (6.16)

max(|z|,lo)

Hierbei gilt © — A[n(z), h*(An(z)) = ko und h*(A[n(z)) = f (el (AT
n(z)). Man definiere nun g wie folgt: Fiir x T A sei g(z) = A [n(z); andern-
falls sei g(x) = 2"0.

Um zu beweisen, dafl R(g,h) = A, zeigt man per Induktion nach m, daf,
mit R = R(g,h),R [y T A fiir alle m > 0.

Fiir den Eroffnungzug gilt
Rirg=g(A\) =Aln(\)C A (6.17)
mit rg > [y und aulerdem

o WY (ATn(N) = ko (6.18)

o 1T (gN) = KT (ATn(N) = f7 T (ATn() E A (6.19)

Sei nun R [ry, C h*F (R [ry) = 2 C A. Dann ist g(x) = A n(x), h“(A]

n(r)) = ko und h*F (A n(z)) © A. Dary, > ro > lo, folgt h(A [n(z)) > ko

fiir alle Strings y mit R [, T y T g(h®F (R | rp)). Also kann Spieler 11
diesen Zug nicht kiirzen, und es gilt

Rirmir = g0 (RI7m)) = fooie(yin) (Al n(z)) © A (6.20)

max(

Fall 2: sonst.
In diesem Fall existiert eine monoton wachsende Funktion [ : w — w derart,
daf fiir jedes k € w, I(k) > k und h"(A [n) > k fir alle n > [(k). Da die
Funktionen floo’F dicht entlang jeder Menge sind, kann man zu jedem z — A
ein n(x) > |z| wéhlen, so daf

Ly (Aln(z) C A (6.21)
Definiere g durch g(z) = A | n(z), falls z C A, und g(x) = 2° sonst.
Wiederum zeigt man per Induktion nach m, da8, fir R = R(g,h), R[rm, C
A.
Fiir m = 0 folgt dies wie in Fall 1. Sei also R |7, C h*F(Rr,) =2z C A
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gegeben mit r,, > [(m). Wiederum ist g(x) = A [ n(z). Wegen ry,, > I(m)
gilt K" (y) > m fiir alle y mit R[r,, Cy C A[n(z). Dajedoch ¢(m) < m+1,
kann Spieler II diesen Zug nicht kiirzen. Weiter gilt |z| > 7, > m + 1, und
somit

Tmt1 = n(z) > U(|z]) > 1(m+1) (6.22)

nach Definition von n(z).

(ii) = (i). Sei C Af-mager via f. Es soll eine Gewinnstrategie h =
(h€, h®) fiir Spieler II fiir das Spiel EBM®(C, AT') gegeben werden. Wie im
Beweis zu Satz 6.2 geniigt es, sicherzustellen, dal jede F-Funktion f, die
dicht entlang eines Resultats R(g,h), im Laufe der Partie simuliert wird,
daB also R(g,h) f§ erfiillt.

Definition von h:
Sei ein String = gegeben. k verlangt Aufmerksamkeit fir x, falls

o k< |z
o fr(z)l
o (VyLCa)lfu(y) 1= [ (y) € 2]

Wiéhle das kleinste k, das fiir  Aufmerksamkeit verlangt und setze h®(z) =
fe(x) (k erhdlt Aufmerksamkeit). Existiert kein solches k, so definiert man

hé(z) = (z,0).

Ein Argument wie im Beweis zu Satz 5.9 zeigt, da} die Funktionen A°
und hY die Zeitschranke P erfiillen.

Es ist zu zeigen, dafl diese Funktionen tatséchlich eine Gewinnstrategie
fiir Spieler II definieren. Sei zu diesem Zweck g eine beliebige Strategie fiir
Spieler 1.

Fin Index k verlangt Aufmerksamkeit in Runde m + 1, falls es einen String
x gibt mit der Eigenschaft, daf3

Rlrm Tz C gh®"(R]rm)) (6.23)

und k fiir x verlangt. k erhdlt Aufmerksamkeit in Runde m + 1, falls es ein
x gibt, fiir das k in Runde m + 1 Aufmerksamkeit verlangt, und fiir das gilt:

Rirmy1 = g(heF (RIrm)) [l =z (6.24)

Behauptung 1. Jedes k verlangt nur in endlich vielen Runden Aufmerksam-
keit.

Beweis. Angenommen, es existiert ein minimaler Index k, der in unend-
lich vielen Runden Aufmerksamkeit verlangt. Dann gibt es eine Runde my,
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ab der nur noch Gewichte k' > k Aufmerksamkeit verlangen. Wihle mq >
mo + k + 1 minimal mit der Eigenschaft, daf§ £ in Runde m; Aufmerk-
samkeit verlangt. Eine Argumentation wie im Beweis zu Satz 6.2 zeigt, dafl
¢(my — 1) > k + 1. Folglich erhilt ky Aufmerksamkeit in Runde m;. Da in
der nachfolgenden Runde nur noch Gewichte k¥’ > k Aufmerksamkeit ver-
langen, wird nach Definition von R [ry,, die Erweiterung h® nicht gekiirzt.
Somit erfiillt R fi. Nach Definition von h verlangt nachfolgend fj nie wieder
Aufmerksamkeit - Widerspruch!

Behauptung 2. Ist fi dicht entlang R, so erfillt R f.

Beweis. Angenommen, fj, ist dicht entlang R und R erfiillt fi nicht. Geméaf
Behauptung 2 kann man ein mg wihlen, so daf kein ¥’ < k nach Runde my
noch Aufmerksamkeit verlangt. Aufgrund der Tatsache, daf f; dicht entlang
R ist, gibt es ein m; > mg+ k+ 1 derart, dal fi(z) | fiir ein z mit R [r,, C
2z C g(h®F (R [ry)). Da R fi nicht erfiillt, verlangt k& Aufmerksamkeit fiir
z; auBerdem mufl A (y) > k sein fiir alle y mit R[ry, = z = g(h*T (R]ry)).
Fine Argumentation wie im Beweis zu Satz 6.2 zeigt, dafl Spieler II den
Schnitt R [ rm4+1 = 2z bezahlen kann. Im néchsten Zug wird folglich f
simuliert, und diese Erweiterung kann nicht gekiirzt werden - Widerspruch.

Dies schlief3t den Beweis zu Satz 6.4 ab. O

Erweiterte ALC-Kategorie

Hinsichtlich der Darstellung durch erweiterte Banach-Mazur-Spiele tritt bei
der erweiterten ALC-Kategorie ein Problem auf. Wie in Abschnitt 5 be-
merkt wurde, umgeht das Konzept der lokalen Berechenbarkeit die Léngen-
beschrénktheit von Erweiterungsfunktionen in Folge von Resourcenschran-
ken. Dieses Konzept eignet sich jedoch nur fiir Erweiterungsfunktionen. Nun
besteht in einem erweiterten Spiel eine Strategie fiir Spieler II neben einer
Erweiterungsfunktion (bzw. der entsprechenden Variante) auch aus einer
Bewertungsfunktion h". Diese mufl im urspriinglichen Modell (Abschnitt
6.1) ebenfalls der Resourcenschranke A unterliegen. Im Beweis zu Satz 6.2
zeigt sich, dafl bei der Bestimmung von h"(z) die gesamte Erweiterung
h¢(x) bekannt sein mufl. Besitzt letztere aber durch Ausnutzung der lokalen
Berechenbarkeit keine Langenbeschrdnkung, so ist es nicht moglich, diese
Funktion in irgendeiner Zeitschranke zu berechnen.

Hier bieten sich zwei Losungsmoglichkeiten an:

1. Man verwendet zur Charakterisierung der erweiterten A“C-Kategorie

Spiele mit Selbstkontrolle. Diese definieren sich analog zu Definiti-
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on 6.3, man muf} lediglich das Konzept der F-Erweiterungsfunktion
durch das Konzept der lokalen Berechenbarkeit der Strategien erset-
zen. Auch der Beweis des Satz 6.4 entsprechenden Resultates [duft, un-
ter Beriicksichtigung des Beweises zu Satz 5.9, analog. Auf diese Weise
erfiillt auch die Funktion A" ohne Probleme die Resourcenschranke A.
Jedoch wird bei diesem Ansatz von den Mdoglichkeiten der lokalen Be-
rechenbarkeit keinen Gebrauch gemacht. (Die im Beweis zu Satz 6.2
auftretende Konstruktion einer Gewinnstrategie h = (h¢, h") konnte,
was den Teil h® betrifft, bei gegebenem LC-System f in P lokal in
polynomieller Zeit berechnet werden.)

2. Man &ndert das erweiterte Spielmodell dahingehend ab, daf}, bei der
Definition einer Strategie fiir Spieler II fiir eine subrekursive Resour-
censchranke A, von der Gewichtsfunktion A" nur noch verlangt wird,
dafl diese rekursiv sei. Da aber in die Definition des Systems flk im
Beweis zu Satz 6.2 auch die Funktion A" eingeht, kann die postulier-
te Aquivalenz in diesem Fall nicht mehr analog zu Satz 6.2 bewiesen
werden. Man kann aus der Existenz einer Gewinnstrategie fiir Spieler
II fiir das Spiel EBM(C,P) dann lediglich die erweiterte RECC-
Magerheit von C folgern.

6.3 Erweiterte Cut-and-Choose-Spiele

Erweiterte Cut-and-Choose-Spiele bilden das einfachste Mitglied in der Fa-
milie der hier behandelten erweiterten topologischen Spiele. Zur Charakte-
risierung der erweiterten A‘-Kategorie benétigen sie weder eine Selbstkon-
trolle wie im Fall der erweiterten Af-Kategorie, noch ist wie im Beweis zu
Satz 6.2 eine aufwendige Konstruktion der Strategie h vonnéten.

Definition 6.5 Fiir eine Klasse C C 2% und eine Funktionenklasse A\ be-
zeichnet ECC(C, A?%) das erweiterte Cut-and-Choose-Spiel fiir 2% mit
Gewinnklasse C und Resourcenschranke A. Fine Strategie fiir Spieler I ist
eine echte Erweitrungsfunktion g. Eine Strategie fiir Spieler II besteht aus
einem Paar h = (h®,h") € A, wobei h® eine i-Erweiterungsfunktion und
hY : 2<% — w eine Gewichtsfunktion ist.

Das Resultat R = R(g,h) einer Partie des Spiels ECC(C, A) ist wie in
Definition 6.1 induktiv durch die Anfangsstiicke R |[ry, definiert, zusammen
mit dem Kontostand c(n).

1. Initialisierung
Rirog=gA\)h%(g(N) wund c(0)=1

(Die Ziige der Erdffnungsrunde konnen nicht gekiirzt werden.)
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2. Firn>0sei L={|R[ry|,...,|g(Rr)|},
Rirp = g(R Wn) flAhe(g(R an))
wobei | die grifite Zahl in L ist, fir die gilt:

o (V' eL)h"(g(R[rn) 1) <h¥(g(R[rn)) )]
o h¥(g(RIrn)[l) <c(n)

Ezistiert kein solches l, so setze l = |g(R[1y))].
Desweiteren

cn)—1 fallsl <|g(R[rn)]
c(n)+1 sonst

c(n+1):{

Spieler II gewinnt die Partie, falls R(g,h) ¢ C.

Der zugehorige Satz lautet dann:

Satz 6.6 Sei C C 2 und A € {ALL,REC,P}. Dann sind folgende Aus-

sagen dquivalent:

(i) Spieler I besitzt eine Gewinnstrategie fiir EBM(C, AY).

(ii) C ist erweitert A'-mager.

Der Beweis lduft vollig analog zum Beweis von Satz 6.2, nur daf}, wie oben
angedeutet, bei der Konstruktion einer Gewinnstrategie h anhand einer er-
weitert Al-mageren Klasse auf die aufwendige, induktive Definition verzich-
tet werden und statt dessen eine Konstruktion wie im Beweis zu Satz 6.4
benutzt werden kann.
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7 Abschlielende Betrachtungen

Das im vorausgegangenen Abschnitt vorgestellte erweiterte Spielmodell 148t
sicherlich die Einfachheit und Eleganz des klassischen Banach-Mazur-Spiels
vermissen. Zu grof ist die Anzahl der Anderungen, zu komplex die neue
Definition eines Partieverlaufs. Dies ist der Preis, der dafiir zu zahlen ist, dafl
ein Kategorienkozept, welches auf partiellen Erweiterungsfunktionen basiert,
durch totale Strategien beschrieben wird.

Generell ist anzumerken, dafl das erweiterte Banach-Mazur-Spiel viel
von der urspriinglichen Eigenschaft des topologischen Spieles eingebiifit hat,
in dem Sinne, dafl topologische Objekte zur Charakterisierung topologischer
Eigenschaften gespielt werden. Statt dessen kommen Elemente hinzu, die aus
der Rekursions- oder Komplexitatstheorie bekannt sind, wie z.B. die Gewich-
tung von Ziigen oder Zugriicknahmen in Folge von Prioritétskonflikten. Dies
ist auch nicht verwunderlich, dienen erweiterte Banach-Mazur-Spiele doch
hauptsédchlich der Beschreibung resourcenbeschrinkter Kategorienkonzepte.
So dhnelt der Partieverlauf eines erweiterten Banach-Mazur-Spiels der Kon-
struktion einer erweitert generischen Menge, wie sie in [AS96] zu finden ist.

Dennoch sind in der Definition des erweiterten Spielmodells einige Struk-
turen zu finden, die auch im wichtigsten Anwendungsfeld der topologischen
Spiele, der deskriptiven Mengenlehre verwendet werden.

Eine solche Struktur ist das Enifalten. In einem entfalteten Banach-
Mazur-Spiel etwa spielt Spieler II neben einer offenen Menge in jedem Zug
zusétzlich eine natiirliche Zahl i,,. Als Resultat ergibt sich neben dem un-
endlichen Durchschnitt V' von offenen Mengen auch eine Folge i = (ip)new
von natiirlichen Zahlen. Die Gewinnbedingung einer entfalteten Partie ist
dahingehend abgeéindert, dafl das Paar (Vi) in einer vorgegebenen Menge
F C X xw* enthalten ist. Offensichtlich folgt aus der Existenz einer Gewinn-
strategie fiir Spieler II fiir das entfaltete Banach-Mazur-Spiel die Magerheit
der Menge A = projy(F). Die umgekehrte Richtung gilt natiirlich nicht
mehr.

Auch im Fall erweiterter Banach-Mazur-Spiele tritt eine Art Entfaltung
auf, in Form der Vergabe von Gewichten an jedes Anfangsstiick in 2<¢.
Durch den Schnittmechanismus wird diese Art von entfaltetem Spiel so
modifiziert, daf beide Richtungen der Aquivalenz im Hauptresultat iiber
Banach-Mazur-Spiele gelten.
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